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Περίληψη

Στην εργασία αυτή μελετήθηκε το πρόβλημα παρακολούθησης πηγαίας τροχιάς για το μη γραμμικό 
σύστημα του τετρακόπτερου χρησιμοποιώντας διάφορες μεθόδους ελέγχου. Ο έλεγχος ενός τετρα-
κόπτερου αποτελεί ένα δύσκολο πρόβλημα καθώς η δυναμική του συμπεριφορά, η οποία σε αυτή 
την εργασία εξάγεται μέσω των εξισώσεων Newton Euler παρουσιάζει μη γραμμικούς και ισχυρά 
συζευγμένους όρους πολλαπλών εισόδων - εξόδων.

Ο έλεγχος του τετρακόπτερου υλοποιήθηκε με την μέθοδο backstepping. Η μέθοδος backstepping 
ανήκει στην κατηγορία των μη γραμμικών μεθόδων ελέγχου. Ιδιαίτερη έμφαση δόθηκε στη διαμόρ-
φωση δύο μη γραμμικών μεθοδολογιών ελέγχου που χρησιμοποιούν τη μέθοδο backstepping για να 
αντιμετωπιστεί το πρόβλημα παρακολούθησης πηγαίας τροχιάς για το εξεταζόμενο σύστημα, έχο-
ντας παράλληλα εξασφαλίστει και η θεωρητική ευστάθεια για τα σήματα ελέγχου. Ο πρώτος ελεγ-
κτής backstepping που υλοποιείται αντιμετωπίζει το πρόβλημα παρακολούθησης πηγαίας τροχιάς 
για το σύστημα του τετρακόπτερου, ενώ ο δεύτερος εκτελεί παρακολούθηση πηγαίας τροχιάς υπό 
διαταραχές. Οι διαταραχές υπό μελέτη είναι μικρού και μεγάλου πλάτους. Σε ένα σενάριο είναι  
γνωστές στον ελεγκτή ενώ σε άλλο σενάριο είναι άγνωστες στον ελεγκτή.

Επιπλέον υλοποιήθηκε και ένας ελεγκτής LQR για την παρακολούθηση πηγαίας τροχιάς για το σύ-
στημα του τετρακόπτερου. Ο LQR είναι γραμμική μέθοδος ελέγχου και υλοποιήθηκε για σύγκριση 
με την μη γραμμική μέθοδο  backstepping.  Επιπρόσθετα υλοποιήθηκε και ένας ελεγκτής  PID για 
τον έλεγχο της στάσης και του ύψους του τετρακόπτερου.

Πραγματοποιήθηκαν προσομοιώσεις στο Matlab και τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων επιβε-
βαιώνουν την αποδοτικότητα της αναπτυσσόμενης μεθοδολογίας.

Λέξεις – κλειδιά

αλγόριθμοι, ελεγκτής LQR, ελεγκτής PID, θεώρημα Lyapunov, μέθοδος backstepping, μη γραμμικά 
συστήματα, μη επανδρωμένα εναέρια οχήματα, παρακολούθηση πηγαίας τροχιάς,τετρακόπτερο.
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Abstract

In this thesis the trajectory tracking problem for the nonlinear quadcopter system was studied using 
various control methods. The control of a quadcopter is a difficult problem due to it’s dynamic be-
havior, which in this paper is established using Newton Euler formalism equations. The quadcopter 
is a multiple input – output system with strongly coupled terms. Due to the nonlinear dynamical 
model the control of the quadcopter is a difficult problem.
The control of the quadcopter was inplemented using the backstepping method that is a nonlinear 
method. Emphasis was given to the formulation of two nonlinear control methods using the back-
stepping method to address the trajectory tracking problem for the system under consideration while 
ensuring the theoretical  stability  of the control  signals. The first  backstepping controller  imple-
mented addresses the quadcopter trajectory tracking problem while the second one performs trajec-
tory tracking under disturbances. The disturbances under consideration are of small and large am-
plitude. In a scenario the disturbances are known to the controller while in another scenario the dis-
turbances are unknown to the controller.
Additionally an LQR controller was implemented to control the trajectory tracking for the quad-
copter system. The LQR is a linear control methodology and it was implemented to compare it with 
the backstepping method. Moreover a PID controller was implemented to control the attitude and 
the height of the controller.
Simulations were carried out in Matlab and the results confirm the efficiency of the methodology.

Keywords
algorithm, backstepping method, linear quadratic regulator, Lyapunov theorem, nonlinear systems, 
PID controller, quadcopter, trajectory tracking, Unmanned aerial vehicle. 
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Κεφάλαιο 1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Αντικείμενο αυτής της εργασίας αποτελεί  ο αυτόματος έλεγχος ενός μη επανδρωμένου εναέριου 
οχήματος (Unmanned Aerial Vehicle - UAV) με κατακόρυφη απογείωση και προσγείωση (Vertical 
Take off and Landing - VTOL). Ένα όχημα που ανήκει σε αυτή την κατηγορία είναι το τετρακόπτε-
ρο.  Τα τετρακόπτερα  ελέγχονται  είτε  με  τηλεχειρισμό  είτε  εκτελούν  αυτόνομη  πτήση ακολου-
θώντας μια προκαθορισμένη τροχιά. 
Τα πρώτα τετρακόπτερα κατασκευάστηκαν  στις αρχές του 1900 [1] και από τότε εξελίσσονται συ-
νεχώς όσον αφορά το μέγεθός τους και τον έλεγχο της πτήσης. Οι εξελίξεις στους τομείς της μηχα-
νικής όσο αφορά τα υλικά και η αλματώδης εξέλιξη στον τομέα των μικροϋπολογιστών έδωσαν τε-
ράστια ώθηση στην ανάπτυξη του τετρακόπτερου. Σήμερα αναπτύσσονται τετρακόπτερα για συ-
γκεκριμένες εφαρμογές, καθώς διευρύνεται συνεχώς το πεδίο εφαρμογών του τετρακόπτερου. Οι 
εφαρμογές ξεκινάνε από πολιτικές εφαρμογές όπως επιτήρηση δασών [2], γεωργία ακριβείας [3], 
φωτογράφιση, διάσωση και καταλήγουν σε στρατιωτικές εφαρμογές [4].
Τα τετρακόπτερα είναι ελικοφόρα οχήματα με τέσσερις έλικες οι οποίοι κινούνται από τέσσερις 
αντίστοιχους κινητήρες. Οι κινητήρες είναι συνήθως συνεχούς ρεύματος. Το τετρακόπτερο είναι 
μια συμμετρική κατασκευή με δύο επίπεδα συμμετρίας καθώς οι κινητήρες είναι τοποθετημένοι σε 
διάταξη σταυρού, με τους βραχίονες να είναι όμοιοι μεταξύ τους. Η παραπάνω διάταξη διευκολύνει 
την μαθηματική μοντελοποίηση του τετρακόπτερου.
Η κατάσταση του τετρακόπτερου, η θέση του και η στάση του στον χώρο περιγράφεται από έξι με-
ταβλητές. Αυτό όμως που ελέγχεται είναι η γωνιακή ταχύτητα των τεσσάρων κινητήρων του, με 
αποτέλεσμα το τετρακόπτερο να αποτελεί ένα υποδιεγειρόμενο μη γραμμικό σύστημα πολλαπλών 
εισόδων - εξόδων (Multiple Input Multiple Output -  ΜΙΜΟ) με ισχυρά συζευγμένους όρους. Ως 
συνέπεια των παραπάνω, η επιτυχής αντιμετώπιση του προβλήματος ελέγχου του τετρακόπτερου 
συνιστά ένα δύσκολο εγχείρημα.
Για την επίλυση του προβλήματος του ελέγχου του τετρακόπτερου έχουν προταθεί διάφορες μέθο-
δοι από ερευνητές. Οι πρώτες προσπάθειες ελέγχου εστίασαν στη χρήση γραμμικών μεθοδολογιών 
ελέγχου. Πιο συγκεκριμένα έχουν προταθεί ελεγκτές τύπου PID [4-5] οι οποίοι απορρίπτουν τους 
μη γραμμικούς όρους και γίνεται προσπάθεια να μηδενιστεί το σφάλμα στις μεταβλητές που ελέγ-
χονται.  Μια άλλη κατηγορία γραμμικών ελεγκτών στους οποίους αντιμετωπίζεται  το πρόβλημα 
ελέγχου για το σύστημα του τετρακόπτερου είναι οι γραμμικοί τετραγωνικοί ελεγκτές (Linear Qua-
dratic Regulator - LQR) [6-7]. Σε αυτούς το σύστημα γραμμικοποιείται σε συνθήκες αιώρησης, ενώ 
ο έλεγχος του συστήματος επιτυγχάνεται με ανάδραση του διανύσματος κατάστασης, πολλαπλα-
σιασμένο με έναν κατάλληλο πίνακα κερδών, έτσι ώστε το σύστημα να γίνει ευσταθές. Στην εργα-
σία [8] προτείνεται η μεθοδολογία Η∞ για την γραμμικοποίηση και την εύρεση του νόμου ελέγχου 
για  το  σύστημα του  τετρακόπτερου.  Οι  γραμμικές  μέθοδοι  ελέγχου  έχουν  το  μειονέκτημα  της 
απώλειας μη γραμμικών όρων του συστήματος οι οποίοι σε ορισμένες συνθήκες κυριαρχούν. Πολ-
λά από τα προβλήματα που αντιμετωπίζουν οι γραμμικοί ελεγκτές μπορούν να ξεπεραστούν χρησι-
μοποιώντας μη γραμμικούς ελεγκτές με αποτέλεσμα την βελτίωση της ευστάθειας και της ελεγξι-
μότητας του τετρακόπτερου.
Άλλοι ερευνητές έχουν εφαρμόσει μη γραμμικές μεθόδους ελέγχου για την επίλυση του προβλήμα-
τος  ελέγχου  του  τετρακόπτερου.  Μια μη  γραμμική  μέθοδος  είναι  και  ο  προβλεπτικός  έλεγχος 
(Model Predictive Control – MPC) [9] ο οποίος έχει έχει εφαρμοστεί στις εργασίες [10 -  13] με 
νευρωνικά δίκτυα (Neural Networks – NN) [14] και συναρτήσεις ακτινικής βάσης  (Radial Basis 
Functions – RBF).  Ο  MPC βασίζεται στην ιδέα της χρήσης ενός δυναμικού μοντέλου που περι-
γράφει το σύστημα για την πρόβλεψη και τη βελτιστοποίηση της μελλοντικής συμπεριφοράς του 
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συστήματος. Οι συντελεστές της συνάρτησης ελέγχου προσδιορίζονται με μεθόδους βελτιστοποίη-
σης [15] με σκοπό την ελαχιστοποίηση του προβλεπόμενου σφάλματος των μεταβλητών κατάστα-
σης. Στην εργασία [16]  έχει εφαρμοστεί MPC για παρακολούθηση τροχιάς όπου η βελτιστοποίηση 
βασίστηκε σε αλγόριθμο ευφυΐας σμήνους (Particle Swarm Optimization – PSO) [17-19]. Μια ακό- 
μη μη γραμμική μέθοδος είναι ο έλεγχος ολίσθησης επί επιφάνειας (Sliding Mode Control - SMC) 
[20]. Η βασική αρχή αυτής της μεθόδου ελέγχου είναι ο προσδιορισμός μιας τροχιάς των ελεγχόμε-
νων μεταβλητών επάνω στην οποία είναι επιθυμητό να κινούνται οι ελεγχόμενες μεταβλητές. Ο 
SMC, βάσει της συνάρτησης ελέγχου οδηγεί τις ελεγχόμενες μεταβλητές σε μια ειδική τροχιά “ολί-
σθησης”, περιορίζοντάς τες να κινούνται μόνο εκεί.  H μέθοδος αυτή εφαρμόστηκε στην εργασία 
[21]  για τον έλεγχο της στάσης ενός μικρού ελικοπτέρου. Στην εργασία [22] αναδεικνύονται τα 
πλεονεκτήματα ενός ελεγκτή SMC για τον έλεγχο του ύψους και της στάσης, ρυθμίζοντας τις πα-
ραμέτρους του με νευρωνικά δίκτυα [23-25]
Μειονέκτημα του  SMC είναι η  διακοπτική λειτουργία, η οποία εισάγει ταλαντώσεις υψηλής συ-
χνότητας και μικρού πλάτους [26] ενώ αντίστοιχα μειονέκτημα του  γραμμικού  MPC  αποτελεί η 
χρήση γραμμικοποιημένου συστήματος στην συνάρτηση βελτιστοποίησης. Ο έλεγχος Backstepping 
αντιμετωπίζει τα παραπάνω μειονεκτήματα καθώς η λειτουργία είναι συνεχής και επιπλέον λαμ-
βάνεται υπόψη το μη γραμμικό μοντέλο κατά τη φάση της σχεδίασης. Η μέθοδος Backstepping βα-
σίζεται στο θεώρημα Lyapunov [27]. Στη μέθοδο αυτή, ο έλεγχος του συστήματος γίνεται σε μικρά 
βήματα, από την έξοδο προς την είσοδο του συστήματος. Σε κάθε βήμα απαιτούμε το κάθε σύστη-
μα να είναι ασυμπτωτικά ευσταθές. Στο τέλος αφού όλα τα υποσυστήματα είναι ασυμπτωτικά ευ-
σταθή τότε και ολόκληρο το σύστημα είναι ασυμπτωτικά ευσταθές. Στην εργασία [28] ο έλεγχος 
backstepping χρησιμοποιήθηκε για τον έλεγχο τετρακόπτερου για αυτόνομη απογείωση, προσγείω-
ση, αιώρηση και αποφυγή εμποδίων. 
Σε αυτή τη διπλωματική εργασία πραγματοποιείται η υλοποίηση έξι ελεγκτών τύπου backstepping, 
για τον επιτυχή έλεγχο της παρακολούθησης πηγαίας τροχιάς για το σύστημα του τετρακόπτερου.  
Ο προσδιορισμός των απαιτούμενων συντελεστών σχεδιασμού του ελεγκτή είναι ένα δύσκολο και 
χρονοβόρο έργο το οποίο απαιτεί συνήθως την διαδικασία δοκιμής  και  ελέγχου. Για την εύρεση 
των συντελεστών χρησιμοποιούνται μέθοδοι βελτιστοποίησης, στην εργασία αυτή χρησιμοποιήθη-
κε η διαφορική εξέλιξη (Differential Evolution - DE) [29-30],η οποία ανήκει στην κατηγορία των 
εξελικτικών αλγορίθμων [31].
Επιπλέον υλοποιήθηκαν ελεγκτές για να αντιμετωπίσουν διαταραχές οι οποίες οφείλονται σε φαι-
νόμενα όπως ο αέρας. Οι διαταραχές αυτές δίνονται ως συναρτήσεις γραμμικών και γωνιακών επι-
ταχύνσεων οι οποίες εισάγονται στο βρόχο ελέγχου και διαταράσσουν την ηρεμία. Οι διαταραχές 
είναι δύο κατηγοριών, η πρώτη κατηγορία είναι διαταραχές μικρού πλάτους αλλά συνεχείς στον 
χρόνο, ενώ στην δεύτερη κατηγορία είναι απότομες, μεγάλου πλάτους αλλά μικρής χρονικής διάρ-
κειας. Υλοποιήθηκαν δύο κατηγορίες ελεγκτών για την κάθε διαταραχή, στη μια κατηγορία οι δια-
ταραχές είναι γνωστές κατά την σχεδίαση του ελεγκτή ενώ στη δεύτερη είναι άγνωστες και εισάγο-
νται μόνο στο μοντέλο κατά την προσομοίωση. Οι προσομοιώσεις έδειξαν ότι η μέθοδος είναι απο-
τελεσματική και συγκρινόμενη με τον ελεγκτή  LQR  φαίνεται ότι δίνει  καλύτερα αποτελέσματα 
όσον αφορά την παρακολούθηση πηγαίας τροχιάς.

Η δομή της υπόλοιπης εργασίας οργανώνεται ως εξής:

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται το τετρακόπτερο και οι παραδοχές πάνω στις οποίες θα εξα-
χθεί το μαθηματικό μοντέλο. Το μαθηματικό μοντέλο του τετρακόπτερου εξάγεται μέσω των εξι-
σώσεων Newton Euler, επιπλέον γίνεται η μοντελοποίηση των κινητήρων συνεχούς ρεύματος.
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Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι ελεγκτές PID και LQR, για τον ελεγκτή PID παράγεται και 
η εξίσωση διακριτού χρόνου η οποία θα χρησιμοποιηθεί για τον προγραμματισμό στον υπολογιστή. 
Για τον ελεγκτή LQR παράγεται το γραμμικοποιημένο μοντέλο του συστήματος.

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι έννοιες της ευστάθειας, της ευστάθειας κατά Lyapunov 
και στην συνέχεια παρουσιάζεται η μέθοδος backstepping, στο τέλος του κεφαλαίου γίνεται εφαρ-
μογή στο σύστημα του τετρακόπτερου υλοποιώντας έναν ελεγκτή.

Στο πέμπτο κεφάλαιο γίνονται οι προσομοιώσεις και παρουσιάζονται τα αποτελέσματα. Υλοποιή-
θηκαν προσομοιώσεις για έλεγχο παρακολούθησης πηγαίας τροχιάς με τις μεθόδους backstepping 
και LQR καθώς και έλεγχος της στάσης και του ύψους του τετρακόπτερου με ελεγκτή PID. Ειδικά 
για την μέθοδο backstepping έγιναν προσομοιώσεις με σενάρια όπου το τετρακόπτερο υπόκειται σε 
διαταραχές. Στο τέλος του κεφαλαίου σχολιάζονται τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων.

Στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συμπεράσματα από την εργασία για την μέθοδο ελέγχου 
backstepping.
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Κεφάλαιο 2 Το μαθηματικό μοντέλο του τετρακόπτερου

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εξεταστεί το μαθηματικό μοντέλο του τετρακόπτερου και ότι αφορά την 
κινηματική και την δυναμική αυτού. 

2.1 Το τετρακόπτερο

Σήμερα για την εκτέλεση κάποιων εργασιών οι οποίες χαρακτηρίζονται ως ανιαρές, δύσκολες ή 
επικίνδυνες χρησιμοποιούνται αυτόματες μηχανές. Μία κατηγορία αυτόματων μηχανών είναι και οι 
ιπτάμενες μηχανές οι οποίες ονομάζονται μη επανδρωμένα εναέρια οχήματα. Τα οχήματα αυτά δεν 
μεταφέρουν τον χειριστή του οχήματος, αλλά ελέγχονται από απόσταση μέσω συστήματος τηλεπι-
σκόπησης – τηλεκατεύθυνσης ή ελέγχονται από υπολογιστικό σύστημα. Το υπολογιστικό σύστημα 
είναι ενσωματωμένο στο όχημα και επικουρείται από συστήματα τηλεπισκόπησης, και αδρανεια-
κών μονάδων μέτρησης.
Ένα είδος UAV είναι  και το τετρακόπτερο (Quadcopter),  το τετρακόπτερο έχει  τέσσερα πανο-
μοιότυπα συστήματα κινητήρα – έλικα τα οποία είναι υπεύθυνα για την κίνηση του τετρακόπτερου 
στον χώρο. Οι ταχύτητες περιστροφής των τεσσάρων ελίκων προσδιορίζουν επακριβώς την θέση 
του τετρακόπτερου στον χώρο κάθε χρονική στιγμή.
Οι τέσσερις κινητήρες του τετρακόπτερου μπορούν να διαταχθούν σε δύο σχηματισμούς:

1. Σχηματισμός όπου οι τέσσερις κινητήρες έχουν τοποθετηθεί στις άκρες δύο κάθετων μεταξύ 
τους δοκών σχηματίζοντας το σύμβολο του αθροίσματος +.

2. Σχηματισμός όπου οι τέσσερις κινητήρες έχουν τοποθετηθεί στις άκρες δύο δοκών που σχη-
ματίζουν το γράμμα X.

Στην παρούσα εργασία έχει επιλεχθεί ο σχηματισμός (+) όπως φαίνεται στο σχήμα 2.1

Σχήμα 2.1: Διάταξη των κινητήρων του τετρακόπτερου

Η προς τα εμπρός κίνηση του τετρακόπτερου ταυτίζεται με την κατεύθυνση την οποία δείχνει ο κι-
νητήρας Μ1 και η προς τα αριστερά κίνηση ταυτίζεται με την κατεύθυνση που δείχνει ο Μ2. 
Το πλεονέκτημα του τετρακόπτερου και γενικά όλων των ελικοπτέρων σε σχέση με τα αεροσκάφη 
σταθερών πτερυγίων είναι η δυνατότητα για κατακόρυφη απογείωση και προσγείωση με επακόλου-
θο την μικρή απαιτούμενη επιφάνεια για την απογείωση και την προσγείωση.
Το τετρακόπτερο έχει έξι βαθμούς ελευθερίας, οι τρεις αναφέρονται στην θέση του στον χώρο, ενώ 
οι άλλες τρεις αναφέρονται στην στάση του (attitude), δηλαδή την περιστροφή του στον χώρο. Τα 
τετρακόπτερα είναι μη γραμμικά δυναμικά συστήματα με ισχυρά συζευγμένους όρους. Η θέση τους 
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εξαρτάται από την στάση τους και είναι υποδιεγειρόμενα αφού έχουν έξι βαθμούς ελευθερίας και 
ελέγχουμε τις γωνιακές ταχύτητες των τεσσάρων ελίκων. 
Για να ελεγχθεί το τετρακόπτερο πρέπει να μεταβληθούν οι ταχύτητες των τεσσάρων ελίκων. Το 
τετρακόπτερο αιωρείται όταν οι έλικες περιστρέφονται με τέτοια γωνιακή ταχύτητα ώστε να πα-
ράγουν ώθηση ίση ακριβώς με την δύναμη του βάρους του. Το τετρακόπτερο απογειώνεται (κατα-
κόρυφη άνοδος) όταν οι έλικες περιστρέφονται με μεγαλύτερη ταχύτητα από την ταχύτητα αιώρη-
σης. Το τετρακόπτερο προσγειώνεται (κατακόρυφη κάθοδος) όταν οι έλικες κινούνται με ταχύτητα 
μικρότερη από την ταχύτητα αιώρησης. Η προς τα εμπρός κίνηση επιτυγχάνεται όταν ο κινητήρας 
Μ3 περιστρέφεται με μεγαλύτερη γωνιακή ταχύτητα από την ταχύτητα που περιστρέφεται ο κινητή-
ρας Μ1 και το αντίστροφο για κίνηση προς τα πίσω. Η κίνηση προς τα αριστερά επιτυγχάνεται όταν 
ο  κινητήρας  Μ4 περιστρέφεται  με  μεγαλύτερη  γωνιακή  ταχύτητα από την ταχύτητα που  περι-
στρέφεται ο κινητήρας Μ2 και το αντίστροφο για κίνηση προς τα δεξιά.

2.2 Παραδοχές και υποθέσεις στις οποίες βασίζεται το μοντέλο

Για την ανάλυση που ακολουθεί έχουν γίνει οι εξής παραδοχές:
• Το σώμα του τετρακόπτερου θεωρείται άκαμπτο.
• Οι έλικες θεωρούνται άκαμπτες.
• Το τετρακόπτερο θεωρείται ότι είναι μια ιδανικά συμμετρική κατασκευή έτσι ώστε η μήτρα 

αδράνειας να είναι διαγώνια, με δύο επίπεδα συμμετρίας το zBOBxB και το zBOByB .
• Χρησιμοποιούμε δύο ορθογώνια συστήματα αναφοράς, ένα αδρανειακό (σταθερό) σύστημα 

αναφοράς Ε και ένα προσδεδεμένο στο σώμα του σκάφους κινούμενο με αυτό, το σωμα-
τόδετο σύστημα αναφοράς Β.

• Το κέντρο βάρους του τετρακόπτερου συμπίπτει με την αρχή των αξόνων του σωματόδετου 
σύστημα αναφοράς,  επιπλέον οι άξονες  του σωματόδετου συστήματος αναφοράς συμπί-
πτουν με τους κύριους κεντροβαρικούς άξονες του τετρακόπτερου  σχήμα 2.2. Τα επίπεδα 
zBOBxB και zBOByB είναι τα επίπεδα συμμετρίας του τετρακόπτερου.

Σχήμα 2.2: Οι άξονες του σωματόδετου συστήματος αναφοράς

2.3 Συστήματα αναφοράς

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω για την ανάλυση της κίνησης του τετρακόπτερου χρησιμοποιούνται  
δύο συστήματα αναφοράς. Το ένα σύστημα αναφοράς είναι σταθερό και για τον σκοπό αυτής της 
εργασίας θεωρείται αδρανειακό. Το άλλο σύστημα αναφοράς θεωρείται ότι είναι σταθερά τοποθε-
τημένο επάνω στο σώμα του τετρακόπτερου, με αποτέλεσμα να κινείται και να περιστρέφεται στον 
χώρο μαζί με το τετρακόπτερο.
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Τα δύο συστήματα αναφοράς φαίνονται στο σχήμα 2.3.

Σχήμα 2.3: Το αδρανειακό OExyz και το σωματόδετο OBxyz σύστημα αναφοράς

2.3.1 Το αδρανειακό σύστημα αναφοράς

Το σταθερό σύστημα αναφοράς Ε, OExEyEzE θεωρείται ότι είναι αδρανειακό για την συγκεκριμένη 
εφαρμογή και το έχουμε τοποθετήσει σταθερά επάνω στην γη. Ο προσανατολισμός είναι ως εξής, ο 
άξονας OExE δείχνει τον Βορρά, ο άξονας OEyE δείχνει την Δύση και ο άξονας OEzE δείχνει προς τα 
επάνω, αντίθετα με το διάνυσμα της επιτάχυνσης της βαρύτητας της Γης. Το αδρανειακό σύστημα 
αναφοράς χρησιμοποιείται για τον προσδιορισμό του διανύσματος θέσης Γ Ε [m] του τετρακόπτε-
ρου καθώς και των γωνιών περιστροφής Θ Ε [rad] αυτού στον χώρο, φαίνονται στην σχέση (2.1)

Γ E=[ x y z ]T
(2.1)

Θ E=[φ θ ψ ]T

2.3.2 Το σωματόδετο σύστημα αναφοράς
Το σωματόδετο σύστημα αναφοράς Β, OBxyz βρίσκεται σταθερά επάνω στο σώμα του τετρακόπτε-
ρου κινείται και περιστρέφεται μαζί με αυτό. Ο άξονας OΒxΒ δείχνει την κίνηση προς τα εμπρός, ο 
άξονας OΒyΒ δείχνει την κίνηση προς τα αριστερά και ο άξονας OΒzΒ συμπληρώνει το δεξιόστροφο 
σύστημα συντεταγμένων, όταν το τετρακόπτερο δεν έχει κλίση στον χώρο τότε αυτός ο άξονας δεί-
χνει την κίνηση προς τα επάνω. Η αρχή των αξόνων OB συμπίπτει με το κέντρο βάρους του τετρα-
κόπτερου.
Το διάνυσμα της γραμμική ταχύτητα v B [m·s-1] δίνεται από την σχέση (2.2)
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v B=[u v w ]T (2.2)

Η γωνιακή ταχύτητα ω B [rad·s-1] δίνεται από την σχέση (2.3)

ωB=[ p q r ]T (2.3)

Οι δυνάμεις οι οποίες εξασκούνται στο τετρακόπτερο συμβολίζονται με F B [N].
Οι ροπές οι οποίες εξασκούνται στο τετρακόπτερο συμβολίζονται με Μ B [N·m] και δίνονται από 
την σχέση (2.4)

Μ B=[L M N ]T (2.4)

Οι λόγοι για τους οποίους οι μεταβλητές x, y, z, u, v και w εκφράζονται σε αυτό το σύστημα ανα-
φοράς είναι ότι η μήτρα αδράνειας είναι πάντοτε διαγώνια, με αποτέλεσμα οι διαφορικές εξισώσεις 
που διέπουν το σύστημα να καταστρώνονται πιο εύκολα. Οι μετρήσεις οι οποίες λαμβάνονται από 
το σκάφος του τετρακόπτερου εύκολα μετατρέπονται  στο σωματόδετο σύστημα συντεταγμένων 
και τέλος οι δυνάμεις οι οποίες δρουν στο τετρακόπτερο στις περισσότερες περιπτώσεις δίνονται 
ως προς το σωματόδετο σύστημα συντεταγμένων.

2.4 Στροφή διανύσματος στον χώρο

Έστω διάνυσμα α με συνιστώσες αx, αy, αz, σε ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων με αρχή Ο. 
Εάν το διάνυσμα περιστραφεί σύμφωνα με την κίνηση των δεικτών του ρολογιού (clockwise CW) 
κρατώντας το σταθερά προσδεδεμένο στον άξονα Οz, (περιστρέφουμε τον άξονα z γύρω από τον 
εαυτό του) τότε θα καταλήξει σε ένα καινούριο διάνυσμα αʹ με  συνιστώσες, αʹx, αʹy και αʹz. Η περι-
στροφή του διανύσματος α ως προς τον άξονα Oz φαίνεται στο σχήμα 2.4.

Η προβολή του διανύσματος  α στο επίπεδο xOy είναι ίση με την αντίστοιχη προβολή του διανύ-
σματος α′ στο επίπεδο xOy, έστω η προβολή αυτή είναι η αxy.

Οι συνιστώσες στους άξονες Ox και Oy θα είναι:

Ox:

αx = αxy·cosφ

α′x = αxy·cos(φ – θ) = αxy·cosφ·cosθ + αxy·sinφ·sinθ = αx·cosθ + αy·sinθ = αx·cosθ + αy·sinθ

Oy:

αy = αxy·sinφ

α′y = αxy·sin(φ – θ) = αxy·sinφ·cosθ – αxy·cosφ·sinθ = αy·cosθ – αx·sinθ = – αx·sinθ + αy·cosθ

Η τελευταία σχέση γράφεται σε μορφή πίνακα ως εξής:

[ax


a y
 ]=[ cosθ sinθ

−sinθ cosθ ][ax

a y] (2.5)

Οι προβολές των διανυσμάτων α και α′ στον άξονα Oz είναι αz, και α′z , οι προβολές αυτές είναι 
ίσες μεταξύ τους δηλαδή α′z=αz, οπότε ο πίνακας της σχέσης (2.5) με συνιστώσες και για τους τρεις 
άξονες δίνεται από την σχέση (2.6)

[ax


a y


az
 ]=[ cosθ sinθ 0

−sinθ cosθ 0
0 0 1][a x

a y

az
] (2.6)
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Με την ίδια λογική κατασκευάζουμε και τον πίνακα για περιστροφή διανύσματος κρατώντας το 
προσδεδεμένο στον άξονα Oy, ο πίνακας αυτός φαίνεται στην σχέση (2.7)

[ax


a y


az
 ]=[cosθ 0 −sinθ

0 1 0
sinθ 0 cosθ ][a x

a y

az
] (2.7)

Ομοίως έχουμε και τον πίνακα για περιστροφή γύρω από τον άξονα Ox, ο πίνακας αυτός φαίνεται 
στην σχέση (2.8)

Σχήμα 2.4: Στροφή διανύσματος γύρω από τον άξονα Οz

[ax


a y


az
 ]=[1 0 0

0 cosθ sinθ
0 −sinθ cosθ ][a x

a y

az
] (2.8)

Τα παραπάνω ισχύουν και όταν είναι απαραίτητο να προσδιοριστούν οι συνιστώσες ενός διανύσμα-
τος,  σε ένα σύστημα συντεταγμένων,  το  οποίο έχει  περιστραφεί  κατά γωνία θ  ανθωρολογιακά 
(counterclockwise CCW) ως προς το αρχικό σύστημα συντεταγμένων, όπως αυτά φαίνονται στο 
σχήμα 2.4.
Στο σχήμα 2.5 φαίνεται η περίπτωση όπου ο άξονας Oz έχει περιστραφεί κατά γωνία θ.
Έστω ότι οι πίνακες των σχέσεων (2.6) - (2.8) ονομάζονται R τότε για τυχαίο διάνυσμα α θα ισχύει 
η σχέση (2.9)

αʹ=R⋅α (2.9)
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Σχήμα 2.5: Συστήματα συντεταγμένων σε γωνία θ μεταξύ τους

2.4.1 Πολλαπλές στροφές

Όταν το σύστημα περιστρέφεται διαδοχικά τότε εφαρμόζονται διαδοχικοί πολλαπλασιασμοί των 
διανυσμάτων τα οποία προκύπτουν από το αρχικό διάνυσμα ri.

Έστω ότι ένα σύστημα περιστρέφεται με τις εξής, σε τυχαία σειρά, στροφές. στην σχέση (2.10)

Στροφή με σταθερό άξονα τον Oy.

Στροφή με σταθερό άξονα τον Oz.

Στροφή με σταθερό άξονα τον Ox.

r i
y=R y⋅r i

(2.10)r y
z=R z⋅r i

y

r z
f=R x⋅r y

z

Στην τελευταία σχέση της (2.10) χρησιμοποιήθηκε ως δείκτης ο  f αντί του x διότι είναι η τελική 
θέση του διανύσματος ή του συστήματος αναφοράς. Εάν οι σχέσεις της (2.10) γραφτούν σε μία 
μόνο σχέση τότε το αποτέλεσμα δίνεται από την σχέση (2.11)

r i
f=R x⋅r y

z=R x⋅R z⋅r i
y=R x⋅R z⋅R y⋅r i⇒ ri

f=R xzy⋅r i (2.11)

Από την σχέση (2.11) φαίνεται ότι για αυθαίρετες στροφές είναι δυνατό να κατασκευαστεί ένας 
μόνο πίνακας ο οποίος θα πολλαπλασιάσει το αρχικό διάνυσμα για να προκύψει το τελικό διάνυ-
σμα.

2.5 Γωνίες Euler ή Tait - Bryan

Μια αυθαίρετη στροφή ενός διανύσματος ή του συστήματος συντεταγμένων μπορεί να υλοποιηθεί 
με τρεις κατάλληλες στροφές με γωνίες φ, θ και ψ όπως δείχθηκε στην προηγούμενη παράγραφο. 
Οι γωνίες αυτές ονομάζονται γωνίες  Euler ή  Tait -  Bryan.  Η τελική θέση δίνεται από μια σειρά 
πολλαπλασιασμών τριών πινάκων όπως στην σχέση (2.11). Στην αεροναυπηγική γενικά προτιμάται 
η εξής σειρά, πρώτα στροφή κατά γωνία ψ γύρω από τον άξονα  z,  έπειτα στροφή κατά γωνία θ 
γύρω από τον άξονα y και τέλος στροφή κατά γωνία φ γύρω από τον άξονα x. Με αυτό τον τρόπο 
προκύπτει ο πίνακας RZYX όπως φαίνεται στην  σχέση (2.12). Ο πίνακας RZYX  δίνει τις συντεταγ-
μένες σε σύστημα συντεταγμένων F το οποίο έχει στραφεί ως προς το αρχικό σύστημα συντεταγ-
μένων I.
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R I
F=[ cosψ⋅cosθ cosθ⋅sinψ −sinθ

cosψ⋅sinφ⋅sinθ−cosφ⋅sinψ cosφ⋅cosψ +sinφ⋅sinψ⋅sinθ cosθ⋅sinφ

sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ cosφ⋅cosθ
] (2.12)

Όταν είναι γνωστές οι συντεταγμένες στο περιεστραμμένο σύστημα συντεταγμένων F και χρειάζε-
ται να προσδιοριστούν οι συντεταγμένες στο αρχικό σύστημα συντεταγμένων Ι τότε αυτές λαμ-

βάνονται  εάν  πολλαπλασιαστούν  οι  συντεταγμένες  με  τον  αντίστροφο  του  πίνακα  R I
F

,  έτσι 

λαμβάνουμε τον πίνακα (R I
F )−1=RF

I

(R I
F )−1=RF

I =[cosψ⋅cosθ cosψ⋅sinφ⋅sinθ−cosφ⋅sinψ sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ

cosθ⋅sinψ cosφ⋅cosψ+sinφ⋅sinψ⋅sinθ cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ

−sinθ cosθ⋅sinφ cosφ⋅cosθ
] (2.13)

Εάν αντικατασταθούν οι δείκτες I, F με τους E, B αντίστοιχα, τότε προκύπτουν τα εξής για τους πί-

νακες μετατροπής, R I
F=RΕ

Β
 και RF

I =RB
E

 σχέση (2.14).
Οι γωνίες  φ,  θ,  ψ σύμφωνα με την εργασία [32] ονομάζονται γωνία περιστροφής (Roll), γωνία 
πρόνευσης (Pitch) και γωνία εκτροπής (Yaw) αντίστοιχα.
Οι γωνίες ψ, θ και φ ορίζονται ως θετικές, βλέπε εργασία [33], όπως αυτές φαίνονται στο σχήμα 
2.3, το πεδίο τιμών για την κάθε γωνία είναι, βλέπε και την εργασία [34]:

ψ ∈ (−π ,π ]

θ ∈ (−π
2

, π
2 )

ϕ ∈ (−π ,π ]

RB
E=[cosψ⋅cosθ cosψ⋅sinφ⋅sinθ−cosφ⋅sinψ sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ

cosθ⋅sinψ cosφ⋅cosψ+sinφ⋅sinψ⋅sinθ cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ

−sinθ cosθ⋅sinφ cosφ⋅cosθ
] (2.14)

2.5.1 Μετασχηματισμοί των γωνιακών ταχυτήτων

Η περιστροφική κίνηση εκφράζεται με τα διανύσματα Θ̇E  και ωB , όπως δίνεται από την σχέση 
(2.15)

Θ̇E=[ φ̇ θ̇ ψ̇ ]T
(2.15)

ωΒ=[ p q r ]T

Όπου p, q και r είναι οι συνιστώσες της γωνιακής ταχύτητας περιστροφής του σωματόδετου πλαισί-
ου αναφοράς B, με τις συνιστώσες στο πλαίσιο αναφοράς B.
Όπως και προηγουμένως είναι απαραίτητος ο μετασχηματισμός από το ένα σύστημα αναφοράς στο 

άλλο. Οι ταχύτητες του Θ̇Ε  αναλύονται με βάση την εργασία [35] στους άξονες του συστήματος 
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αναφοράς  B.  Όταν το πλαίσιο Ε στρέφεται κατά θετική γωνία  ψ με άξονα περιστροφής τον ΟzE 

τότε το διάνυσμα ψ̇  της γωνιακής ταχύτητας είναι ομόρροπο με τον ΟzE. Το πλαίσιο που προκύ-
πτει είναι το Ε1 OExE1yE1zE1. Στρέφοντας το Ε1 κατά θετική γωνία θ με άξονα περιστροφής τον ΟyE1 

προκύπτει το σύστημα Ε2 με OExE2yE2zE2.  Η συνιστώσα του ψ̇  στον OExE2 δίνεται από την σχέση 
(2.16)

ψ̇O E xE 2
=−ψ̇⋅sinθ (2.16)

Η συνιστώσα του ψ̇  στον OEzE2 δίνεται από την σχέση (2.17)

ψ̇O E z E 2
=ψ̇⋅cosθ (2.17)

Στρέφοντας το Ε2 κατά θετική γωνία φ με άξονα περιστροφής τον ΟxE2 προκύπτει το σύστημα Ε3 

με OExE3yE3zE3. Η συνιστώσα του ψ̇O E z E 2  στον OEyE3 δίνεται από την σχέση (2.18)

ψ̇O E yE3
=ψ̇OE z E2

⋅sinφ⇒ ψ̇O E yE3
=ψ̇⋅cosθ⋅sinφ (2.18)

Η συνιστώσα του ψ̇O E z E 2  στον OEzE3 δίνεται από την σχέση (2.19)

ψ̇O E z E3
=ψ̇OE z E2

⋅cosφ⇒ψ̇O E z E 3
=ψ̇⋅cosθ⋅cosφ (2.19)

Όταν το πλαίσιο Ε1 στρέφεται κατά γωνία θ CCW με άξονα περιστροφής τον ΟyE1 τότε το διάνυ-

σμα θ̇  της γωνιακής ταχύτητας είναι ομόρροπο με τον ΟyE1 ή τον ΟyE2 διότι ταυτίζονται. Η συνι-

στώσα του θ̇  στον ΟyE3 δίνεται από την σχέση (2.20)

θ̇O E yE3
=θ̇⋅cosφ  (2.20)

Η συνιστώσα του θ̇  στον OEzE3 δίνεται από την σχέση (2.21)

θ̇O E z E3
=−θ̇⋅sinφ (2.21)

Όταν το πλαίσιο Ε2 στρέφεται κατά γωνία φ CCW με άξονα περιστροφής τον ΟxyE2 τότε το διάνυ-
σμα φ̇  της γωνιακής ταχύτητας είναι ομόρροπο με τον ΟxE2 ή τον ΟxE3 διότι ταυτίζονται. Η συνι-
στώσα του φ̇  στον ΟxE3 δίνεται από την σχέση (2.22)

φ̇O E x E3
=φ̇  (2.22)

Στο σωματόδετο πλαίσιο B η γωνιακή ταχύτητα p  είναι στον άξονα OΒxΒ, οπότε για να υπολογιστεί 
το διάνυσμα p  θα πρέπει να αθροιστούν όλες οι συνιστώσες στον άξονα OxΕ3 έτσι από τις σχέσεις 
(2.16) και (2.22) προκύπτει η σχέση (2.23)

p=φ̇−ψ̇⋅sinθ (2.23)

Στο σωματόδετο πλαίσιο B η γωνιακή ταχύτητα q  είναι στον άξονα OΒyΒ οπότε για να υπολογιστεί 
το διάνυσμα q  θα πρέπει να αθροιστούν όλες οι συνιστώσες στον άξονα OyΕ3 έτσι από τις σχέσεις 
(2.18) και (2.20) προκύπτει η σχέση (2.24)

q=θ̇⋅cosφ+ψ̇⋅cosθ⋅sinφ  (2.24)

Στο σωματόδετο πλαίσιο B η γωνιακή ταχύτητα r  είναι στον άξονα OΒzΒ οπότε για να προσδιορι-
στεί το διάνυσμα  r  θα πρέπει να αθροιστούν όλες τις συνιστώσες στον άξονα OzΕ3 έτσι από τις 
(2.19) και (2.21) προκύπτει η σχέση (2.25)

r=−θ̇⋅sinφ+ ψ̇⋅cosθ⋅cosφ (2.25)

Οι σχέσεις (2.23) και (2.25) σε συμπαγή μορφή γράφονται όπως φαίνεται στην σχέση (2.26)
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ωB=T−1⋅Θ E⇒[ p

q

r
]=[1 0 −sinθ

0 cosφ cosθ⋅sinφ

0 −sinφ cosθ⋅cosφ
]⋅[ φ̇

θ̇

ψ̇
]  (2.26)

Με τον πίνακα Τ  της σχέσης (2.27) υπολογίζονται οι συντεταγμένες στο αδρανειακό σύστημα συ-
ντεταγμένων Ε όταν είναι γνωστές οι συντεταγμένες στο σωματόδετο σύστημα συντεταγμένων Β.

Θ̇E=T⋅ωB⇒[ φ̇

θ̇

ψ̇
]=[1

sinφ⋅sinθ
cosθ

cosφ⋅sinθ
cosθ

0 cosφ −sinφ

0
sinφ
cosθ

cosφ
cosθ

]⋅[ p

q

r
]  (2.27)

2.6 Το κινηματικό μοντέλο του τετρακόπτερου

Από την σχέση (2.1) οι ταχύτητες ως προς το αδρανειακό σύστημα αναφοράς δίνονται από την 
σχέση (2.28)

v E=Γ̇ E=[ ẋ ẏ ż ]T
(2.28)

ωE=Θ̇E=[ φ̇ θ̇ ψ̇ ]T

Οπότε οι σχέσεις από το σωματόδετο Β στο αδρανειακό σύστημα Ε σύστημα συντεταγμένων δίνε-
ται από την σχέση (2.29)

v E=RB
E⋅v B

(2.29)
ω E=T⋅ω B

Με τις σχέσεις (2.1), (2.2) και (2.3) ορίζεται το γενικευμένο διάνυσμα θέσης ξ  το οποίο περιέχει 
την γραμμική Γ Ε και γωνιακή Θ Ε θέση του τετρακόπτερου, εκφρασμένες στο αδρανειακό σύστημα 
συντεταγμένων Ε όπως φαίνεται στην σχέση (2.30)

ξ=[Γ E

Θ E]=[ x y z φ θ ψ ]T (2.30)

Όμοια ορίζεται και το διάνυσμα των ταχυτήτων v  το οποίο περιλαμβάνει την γραμμική και γωνια-
κή  ταχύτητα  εκφρασμένες  στο  σωματόδετο  σύστημα  συντεταγμένων  Ε,  όπως  δίνεται  από  την 
σχέση (2.31)

v=[ v B

ωB]=[u v w p q r ]T (2.31)

Από τις σχέσεις (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) και (2.31) προκύπτει η σχέση (2.32)

ξ̇=[ RB
E 03 X 3

03X 3 T ]⋅[ v B

ωB]⇒ ξ̇=R⋅v (2.32)
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2.7 Το δυναμικό μοντέλο του τετρακόπτερου

Ο ρυθμός μεταβολής της γραμμικής ορμής L  ενός σώματος μάζας m ισούται με την δύναμη F  η 
οποία ασκείται στο σώμα, σχέση (2.33)

F=dL
dt

⇒ F= d
dt

(m⋅v ) (2.33)

Αντίστοιχα ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής H  ενός σώματος μάζας m ισούται με την ροπή M 
η οποία ασκείται στο σώμα, σχέση (2.34)

M= dH
dt

(2.34)

2.7.1 Μεταφορική κίνηση
Για την περίπτωση του τετρακόπτερου στο αδρανειακό σύστημα αναφοράς Ε, ισχύουν τα εξής:

F E=dLΕ

dt
= d

dt
[m⋅v E ]=m⋅v̇ E=m⋅Γ̈ E⇒ F E=m⋅Γ̈ E

Η δύναμη F E  έχει συνιστώσες στα x E , y E  και z E , για την μετάβαση σε συνιστώσες στο σωμα-
τόδετο σύστημα συντεταγμένων ισχύουν τα εξής:

F E=m⋅Γ̈ E⇒RE
B⋅F E=RE

B⋅m⋅Γ̈ E⇒ F B=m⋅RE
B⋅Γ̈ E=m⋅RE

B⋅d
dt

Γ̇ E=m⋅RE
B⋅d

dt
(RB

E⋅v B)⇒

F B=m⋅(RE
B⋅ṘB

E⋅v B+RE
B⋅RB

E⋅v̇ B)=m⋅(v̇ B+RE
B⋅ṘB

E⋅vB)

F B=m⋅( v̇B+RE
B⋅ṘB

E⋅v B) (2.35)

Η σχέση (2.35) από το θεώρημα 1 εξίσωση (3) στην εργασία [36] για την παράγωγο του πίνακα πε-
ριστροφής καταλήγει στην σχέση (2.36)

F B=m⋅( v̇B+RE
B⋅ṘB

E⋅v B)⇒F B=m⋅(v̇ B+RE
B⋅RB

E⋅S (ωB)⋅v B)=m⋅( v̇B+S (ωB)⋅v B)⇒
F B=m⋅( v̇B+ωB×vB) (2.36)

όπου S(ωΒ) δίνεται από την σχέση (2.37)

S (ωΒ)=[ 0 −r q

r 0 − p

−q p 0
] (2.37)

Το εξωτερικό γινόμενο ωB×v B  αναλύεται όπως φαίνεται στην σχέση (2.38)

ωB×v B=[ q⋅w−r⋅v

r⋅u− p⋅w

p⋅v−q⋅u
] (2.38)

Παραγωγίζοντας την σχέση (2.2) προκύπτει η σχέση (2.39)

v̇ B=[ u̇ v̇ ẇ]T (2.39)

Η σχέση (2.36) λόγω των (2.38) και (2.39) καταλήγει στην εξίσωση (2.40)
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F B=m⋅([ u̇

v̇

ẇ
]+[ q⋅w−r⋅v

r⋅u− p⋅w

p⋅v−q⋅u
]) (2.40)

Επιλύοντας ως προς το διάνυσμα v̇ B  προκύπτει η σχέση (2.41)

F B=m⋅([ u̇

v̇

ẇ
]+[ q⋅w−r⋅v

r⋅u− p⋅w

p⋅v−q⋅u
])⇒[F xb

F yb

F z b

]=m⋅([ u̇

v̇

ẇ
]+[ q⋅w−r⋅v

r⋅u− p⋅w

p⋅v−q⋅u
])⇒

[ u̇

v̇

ẇ
]= 1

m
⋅[F xb

F yb

F zb

]−[ q⋅w−r⋅v

r⋅u−p⋅w

p⋅v−q⋅u
] (2.41)

2.7.2 Περιστροφική κίνηση
Για να χρησιμοποιηθεί η σχέση (2.34) παραπέρα θα πρέπει να βρεθεί μια έκφραση για την στρο-
φορμή ως προς το κέντρο βάρους του τετρακόπτερου. Η στροφορμή εξ ορισμού δίνεται από την 
σχέση (2.42)

H=r×m⋅v (2.42)

Όπου r  είναι η απόσταση του σώματος μάζας m από το σημείο ως προς το οποίο υπολογίζεται η 
στροφορμή και v  είναι η ταχύτητα του σώματος.
Όταν ένα άκαμπτο σώμα εκτελεί μεταφορική και περιστροφική κίνηση με γωνιακή ταχύτητα ω Β/Ε 

σε σχέση με αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων Ε περί το κέντρο βάρους OB τότε η ταχύτητα v p 

ενός σταθερού σημείου P επάνω στο σώμα με διάνυσμα θέσης r p δίνεται από την σχέση (2.43)

v p
B=vO B

B +ωB /E
B ×r p

B (2.43)

Ο πρώτος όρος προέρχεται από την μεταφορική κίνηση του σώματος ενώ ο δεύτερος όρος προέρχε-
ται από την περιστροφική κίνηση.

Έστω η στοιχειώδης μάζα dm  με διάνυσμα θέσης r i/OB

B =ri
B

 στο σωματόδετο σύστημα αναφοράς 
Β. Η στοιχειώδης στροφορμή dH  ορίζεται από το κέντρο βάρους του τετρακόπτερου ή την αρχή 
των συντεταγμένων ΟΒ. Ολοκληρώνοντας με μεταβλητή την μάζα m, λαμβάνεται η στροφορμή για 
όλη την μάζα του τετρακόπτερου, όπως φαίνεται στην σχέση (2.44)

H OB

B =∫
m

dH B=∫
m

ri
B×v i

B⋅dm (2.44)

λαμβάνοντας υπόψη την σχέση (2.43) η σχέση (2.44) γίνεται:

H OB

B =∫
m

dH B=∫
m

r i
B×v i

B⋅dm=∫
m

ri
B×(vO B

B +ωB /E
B ×r ι

B)⋅dm=

∫
m

(r i
B×vOB

B )⋅dm+∫
m

(r i
B×ωB /E

B ×r ι
B)⋅dm=∫

m

S (r i
B)⋅vO B

B ⋅dm+∫
m

S (r i
B)⋅S (ωB /E

B )⋅rι
B⋅dm

Επειδή η ταχύτητα vO B

B
 είναι σταθερά βγαίνει έξω από το πρώτο ολοκλήρωμα, οπότε προκύπτει:
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H OB

B =vOB

B ⋅∫
m

S (r i
B)⋅dm+∫

m

S (r i
B)⋅S (ωB /E

B )⋅r ι
B⋅dm

Επειδή η αρχή των διανυσμάτων θέσης των διαφορικών μαζών είναι το κέντρο βάρους του τετρα-
κόπτερου το πρώτο ολοκλήρωμα είναι μηδέν εξ’ ορισμού.

H OB

B =∫
m

S (r i
B)⋅S (ωB /E

B )⋅r ι
B⋅dm (2.45)

Εκτελώντας τους πολλαπλασιασμούς μέσα στο ολοκλήρωμα προκύπτει ότι:

S (r i
B)⋅S (ωB /E

B )⋅rι
B=[ 0 −z B y B

z B 0 − xB

− yB xB 0 ]⋅[ 0 −r q

r 0 −p

−q p 0
]⋅[ x B

yB

z B
]=[ p⋅( y B

2 +z B
2 )−q⋅x B⋅yB−r⋅x B⋅z B

−p⋅x B⋅yB+q⋅(x B
2 +z B

2 )−r⋅yB⋅z B

−p⋅x B⋅z B−q⋅y B⋅z B+r⋅(x B
2+ yB

2 )]
Ο τελευταίος πίνακας είναι διάνυσμα, το διάνυσμα αυτό μπορεί να γραφτεί ως το γινόμενο ενός πί-
νακα με το διάνυσμα ω Β, σύμφωνα με την σχέση (2.46)

S (ri
B)⋅S (ωB /E

B )⋅r ι
B=[ y B

2 +z B
2 − xB⋅yB − xB⋅zB

−x B⋅y B xB
2+z B

2 − y B⋅z B

−xB⋅z B − yB⋅z B xB
2+ yB

2 ]⋅[ p

q

r
]=A⋅ωB /E

B (2.46)

Από τις σχέσεις (2.45) και (2.46) και αναγνωρίζοντας ότι το διάνυσμα  ω Β είναι σταθερά για το 
ολοκλήρωμα προκύπτει η σχέση (2.47)

H OB

B =∫
m

A⋅ωB/E
B ⋅dm=∫

m

A⋅dm⋅ωB /E
B ⇒

H OB

B =[∫m
( y B

2 +z B
2 )⋅dm −∫

m

x B⋅y B⋅dm −∫
m

xB⋅zB⋅dm

−∫
m

x B⋅y B⋅dm ∫
m

(x B
2 +z B

2 )⋅dm −∫
m

yB⋅z B⋅dm

−∫
m

xB⋅z B⋅dm −∫
m

y B⋅z B⋅dm ∫
m

( xB
2+ yB

2 )⋅dm]⋅ωB /E
B (2.47)

Τα περιεχόμενα του πίνακα στην σχέση (2.47) είναι οι ορισμοί των ροπών αδράνειας καθώς και 
των γινομένων αδράνειας δηλαδή.

[
I xx=∫

m

( y B
2 +z B

2 )⋅dm −I xy=−∫
m

xB⋅y B⋅dm −I xz=−∫
m

xB⋅z B⋅dm

−I yx=−∫
m

xB⋅y B⋅dm I yy =∫
m

(x B
2 +z B

2 )⋅dm − I yz=−∫
m

y B⋅z B⋅dm

−I zx=−∫
m

x B⋅z B⋅dm −I zy=−∫
m

yB⋅zB⋅dm I zz =∫
m

(xB
2+ yB

2 )⋅dm] (2.48)

Οπότε προκύπτει ο πίνακας Ι O B

B = Ι B
 ο οποίος ονομάζεται πίνακας αδράνειας, σχέση (2.49)

Ι B=[ I xx −I xy −I xz

−I yx I yy −I yz

−I zx − I zy I zz
] (2.49)
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Από τις υποθέσεις και τις παραδοχές προκύπτει ότι το τετρακόπτερο έχει δύο επίπεδα συμμετρίας, 
και έτσι τα εξής στοιχεία του πίνακα Ι B  είναι μηδέν, Ixy=Iyx=Ixz=Izx=Iyz=Izy=0, με αποτέλεσμα ο πί-
νακας Ι B  να δίνεται από την σχέση (2.50)

Ι B=[I xx 0 0

0 I yy 0

0 0 I zz
] (2.50)

Η σχέση (2.50) σε συμπαγή μορφή δίνεται από την σχέση (2.51) ως 

H OB

B = Ι B⋅ωB /E
B (2.51)

Λαμβάνοντας υπόψη την σχέση (2.51) η σχέση (2.34) γίνεται:

M= dH
dt

= d
dt

(Ι B⋅ωB /E
B )= Ι B⋅ω̇B/ E

B +ωB /E
B ×(Ι B⋅ωB /E

B ) (2.52)

Η παράγωγος του ωB /E
B

 της σχέσης (2.15), δίνεται από την σχέση (2.53)

ω̇B /E
B =[ ṗ q̇ ṙ ] (2.53)

Επιλύοντας την σχέση (2.52) ως προς την γωνιακή επιτάχυνση ω̇B /E
B

 προκύπτει η σχέση (2.54)

ω̇B /E
B =(Ι B)−1⋅(M−ωB/ E

B ×(Ι B⋅ωB /E
B )) (2.54)

Ο αντίστροφος του πίνακα Ι Β δίνεται από την σχέση (2.55)

( Ι B)−1= Ι−1=[
1
I xx

0 0

0
1

I yy

0

0 0
1
I zz

] (2.55)

Το εξωτερικό γινόμενο της σχέσης (2.54) αναπτύσσεται παρακάτω, σχέση (2.56)

ωB /E
B ×(Ι B⋅ωB /E

B )=[ p

q

r
]×[I xx 0 0

0 I yy 0

0 0 I zz
]⋅[ p

q

r
]=[ p

q

r
]×[I xx⋅p

I yy⋅q

I zz⋅r ]=[
(I zz−I yy)⋅q⋅r

( I xx−I zz)⋅p⋅r

(I yy−I xx)⋅p⋅q] (2.56)

Τελικά η γωνιακή επιτάχυνση ω̇B /E
B

 δίνεται από την σχέση (2.57)

ω̇B /E
B =[ ṗ

q̇

ṙ
]=[

1
I xx

0 0

0
1
I yy

0

0 0
1
I zz

]⋅([ L

M

N
]−[ (I zz− I yy)⋅q⋅r

( I xx−I zz)⋅p⋅r

(I yy−I xx)⋅p⋅q])=
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ω̇B /E
B =[ ṗ

q̇

ṙ
]=[

L
I xx

M
I yy

N
I zz

]−[
(I zz− I yy)⋅q⋅r

I xx

( I xx−I zz)⋅p⋅r
I yy

(I yy−I xx)⋅p⋅q
I zz

] (2.57)

2.8 Υπολογισμός των δυνάμεων

2.8.1 Η δύναμη του βάρους
Η δύναμη του βάρους στο αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων έχει συνιστώσα μόνο στην διεύ-
θυνση zE έτσι το διάνυσμα του βάρους δίνεται από την σχέση (2.58)

W E=[0 0 −m⋅g ]T (2.58)

Στο σωματόδετο σύστημα αναφοράς η δύναμη του βάρους δίνεται από την σχέση (2.59)

W B=RE
B⋅W E (2.59)

2.8.2 Η οπισθέλκουσα δύναμη D
Η οπισθέλκουσα δύναμη D  είναι η δύναμη η οποία αντιτίθεται στην κίνηση του αεροσκάφους. Η 
δύναμη αυτή είναι ανάλογη της ταχύτητας του αεροσκάφους πολλαπλασιασμένη με ένα συντελε-
στή αναλογίας kDΤ(x,y,z) για την κάθε διεύθυνση (x, y και z), ο οποίος αποτελεί τον συντελεστή οπι-
σθέλκουσας για τη μεταφορική κίνηση. Η οπισθέλκουσα δύναμη στο αδρανειακό σύστημα συντε-
ταγμένων δίνεται από την σχέση (2.60) ενώ στο σωματόδετο δίνεται από την σχέση (2.61)

DE=[D xE

D yE

D zE

]=[−k DΤx 0 0

0 −k DΤy 0

0 0 −k DΤy
]⋅[ ẋE

ẏ E

ż E
] (2.60)

DB=RE
B⋅DE (2.61)

2.8.3  Η δύναμη της ώθησης Τ
Η δύναμη της ώθησης οφείλεται στην περιστροφή των ελίκων με ταχύτητα ω i, i  ∈{1, 2, 3, 4} ο 
κάθε έλικας. Η δύναμη αυτή είναι πάντα κάθετη στο επίπεδο xBOByB. Η δύναμη αυτή σύμφωνα με 
την εργασία [37] είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας περιστροφής των ελίκων πολλαπλα-
σιασμένη με ένα συντελεστή αναλογίας kF. Ο συντελεστής αυτός εξαρτάται από την πυκνότητα του 
αέρα ρ, τα χαρακτηριστικά του έλικα, όπως η διάμετρος, το προφίλ και η κλίση. Η ολική ώθηση εί-
ναι το άθροισμα των ωθήσεων και των τεσσάρων ελίκων όπως αποτυπώνεται στην σχέση (2.62)

T Β=[ 0

0

∑
1

4

T i]=[
0

0

k F⋅∑
i=1

4

ωi
2] (2.62)

2.8.4 Η ολική δύναμη
Η ολική δύναμη είναι το άθροισμα των παραπάνω δυνάμεων, και δίνεται από την σχέση (2.63)
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F B=W B+RE
B⋅DE+T B (2.63)

Η δύναμη στο αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων υπολογίζεται εάν πολλαπλασιάσουμε την δύ-

ναμη στο σωματόδετο σύστημα αναφοράς με τον πίνακα στροφής RB
E

 έτσι έχουμε

F E=RB
E⋅F B=RB

E⋅(W B+RE
B⋅DE+T B)=RB

E⋅RE
B⋅W E+RB

E⋅RE
B⋅DE+RB

E⋅T B=W E+DE+RB
E⋅T B

[ 0

0

−m⋅g
]+[−k DTx 0 0

0 −k DTy 0

0 0 −k DTz
]⋅[ ẋ E

ẏ E

ż E
]+

[
cosψ⋅cosθ cosψ⋅sinφ⋅sinθ−cosφ⋅sinψ sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ

cosθ⋅sinψ cosφ⋅cosψ+sinφ⋅sinψ⋅sinθ cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ

−sinθ cosθ⋅sinφ cosφ⋅cosθ
]⋅[ 0

0

k F⋅∑
i=1

4

ωi
2]⇒

F E=m⋅[ ẍ E

ÿ E

z̈ E
]=[−k DTx⋅ẋE+(sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ )⋅k F⋅∑

i=1

4

ωi
2

−k DTy⋅ẏE+(cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ)⋅k F⋅∑
i=1

4

ωi
2

−m⋅g−k DTz⋅ż E+cosφ⋅cosθ⋅k F⋅∑
i=1

4

ωi
2 ]⇒

[ ẍ E

ÿ E

z̈ E
]= 1

m
⋅[−k DTx⋅ẋ E+(sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ )⋅k F⋅∑

i=1

4

ωi
2

−k DTy⋅ẏ E+(cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ)⋅k F⋅∑
i=1

4

ωi
2

−m⋅g−k DTz⋅ż E+cosφ⋅cosθ⋅k F⋅∑
i=1

4

ωi
2 ]=

1
m
⋅[−k DTx⋅ẋ E+(sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ )⋅U z

−k DTy⋅ẏ E+(cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ)⋅U z

−m⋅g−k DTz⋅żE+cosφ⋅cosθ⋅U z
]=

[ ẍ E

ÿ E

z̈ E
]= 1

m
⋅[−k DTx⋅ẋ E+(sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ )⋅U 1

−k DTy⋅ẏ E+(cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ)⋅U 1

−m⋅g−k DTz⋅ż E+cosφ⋅cosθ⋅U1
] (2.64)
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2.9 Υπολογισμός των ροπών

Οι ροπές οι οποίες αναπτύσσονται οφείλονται στην περιστροφή των ελίκων με ταχύτητες ω i, καθώς 
και στην περιστροφή του τετρακόπτερου με ταχύτητα  ω Β και τέλος στις δυνάμεις τριβής με τον 
αέρα.

2.9.1 Ροπή λόγω της ώθησης των ελίκων M T 
Το τετρακόπτερο έχει δύο ζεύγη ελίκων τα οποία περιστρέφονται προς την ίδια κατεύθυνση, το ένα 
ζεύγος CW και το άλλο CCW. Εάν οι έλικες του ενός ζεύγους περιστρέφονται με ίσες γωνιακές τα-
χύτητες τότε παράγουν ίσες ωθήσεις Τ. Οι ροπές οι οποίες παράγονται είναι ίσες και αντίθετες άρα 
η συνολική ροπή είναι μηδέν. Εάν οι ταχύτητες είναι διαφορετικές τότε θα αναπτυχθεί ροπή ως 
προς το κέντρο βάρους του τετρακόπτερου. Τα ζεύγη των ελίκων και οι παραγόμενες ροπές φαίνο-
νται παρακάτω:

• Ζεύγος 2 - 4, άξονας περιστροφής OBxB 
Όταν υπάρχει διαφορά ανάμεσα στις ωθήσεις Τ2 και Τ4 ως προς τον ίδιο άξονα του τετρακόπτερου 
μέτρου l τότε η ροπή M TxB

 δίνεται από την σχέση (2.65)

M TxB
=l⋅(T 2−T 4)⇒M TxB

=l⋅k F⋅(ω2
2−ω4

2) (2.65)

• Ζεύγος 1 - 3, άξονας περιστροφής OByB. 
Όμοια για τους έλικες 1 και 3 η ροπή M TyB

 δίνεται από την σχέση (2.66)

M TyB
= l⋅(T 3−T 1)⇒M TyB

=l⋅k F⋅(ω1
2−ω3

2) (2.66)

Έτσι συνολικά η ροπή λόγω της ώθησης δίνεται από την σχέση (2.67)

M T=[M TxB

M Ty B

M TzB

]=[l⋅k F⋅(ω2
2−ω4

2)

l⋅k F⋅(ω3
2−ω1

2)

0
]⇒ M T=[U φ

U θ

0
]=[U 2

U 3

0
] (2.67)

2.9.2 Ροπή λόγω της τριβής των ελίκων M D 
Η ροπή λόγω της τριβής των ελίκων δίνεται σύμφωνα με την εργασία [38] από την σχέση (2.68)

M D=[M dx B

M dy B

M dzB

]=−k M⋅[0

0

1
]⋅∑i=1

4

(−1)i⋅ωi
2=k M⋅[ 0

0

ω1
2−ω2

2+ω3
2−ω4

2]⇒M D=[ 0

0

U 4
] (2.68)

2.9.3 Γυροσκοπική ροπή λόγω της περιστροφής των ελίκων M G 
Η ροπή αυτή οφείλεται στην ταυτόχρονη περιστροφή των ελίκων με ταχύτητα ωi και του σώματος 
του τετρακόπτερου με ταχύτητα ω B .Η ροπή αυτή δίνεται από την σχέση (2.69)

M G=∑
i=1

4

ωB× I R⋅[ 0

0

(−1)i⋅ωi
]=I R⋅[ q⋅(−ω1+ω2−ω3+ω4)

− p⋅(−ω1+ω2−ω3+ω4)

0
]⇒M G=[ I R⋅q⋅ω̄

−I R⋅p⋅ω̄

0
] (2.69)

όπου ΙR είναι η ροπή αδράνειας του συστήματος της έλικας και του ρότορα του κινητήρα.
Όταν η σχέση (2.69) μεταφερθεί στο σώμα του τετρακόπτερου τότε θα πρέπει τα πρόσημα να αλ-
λαχθούν επειδή οι ροπές πλέον είναι αντίθετες (όταν ο δρομέας ενός κινητήρα κρατείται σταθερός 
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τότε ο στάτης θα περιστρέφεται αντίθετα από την περιστροφή που θα έκανε ο δρομέας). Οπότε η 
σχέση (2.69) γίνεται

M G=[−I R⋅q⋅ω̄

I R⋅p⋅ω̄

0
] (2.70)

2.9.4 Ροπή λόγω αεροδυναμικών τριβών στο σώμα του τετρακόπτερου M F

Η ροπή αυτή σύμφωνα με την εργασία [37] δίνεται από την σχέση (2.71)

M F=k DR⋅ωB
2 ⇒M F=[−k DRφ 0 0

0 −k DRθ 0

0 0 −k DRψ
]⋅[ p2

q2

r 2 ] (2.71)

όπου kDRφ, kDRθ και kDRψ είναι οι συντελεστές αεροδυναμικής τριβής.

2.9.5 Η συνολική ροπή
Η συνολική ροπή είναι το άθροισμα των ροπών οι οποίες παρουσιάστηκαν στις προηγούμενες πα-
ραγράφους, σχέσεις (2.67), (2.68), (2.70) και (2.71)

M=M T +M D+M G+M F (2.72)

Αναλυτικά έχουμε τα εξής:

M=[l⋅k F⋅(ω2
2−ω4

2)

l⋅k F⋅(ω3
2−ω1

2)

0
]−k M⋅[0

0

1
]⋅∑i=1

4

(−1)i⋅ωi
2+[−I R⋅q⋅ω̄

I R⋅p⋅ω̄

0
]+[−k DRφ 0 0

0 −k DRθ 0

0 0 −k DRψ
]⋅[ p2

q2

r 2]=

[U 2

U 3

0
]+[0

0

U 4
]+[−I R⋅q⋅ω̄

I R⋅p⋅ω̄

0
]+[k DRφ⋅p2

k DRθ⋅q
2

k DRψ⋅r2 ]=[U 2− I R⋅q⋅ω̄−k DRφ⋅p2

U 3+ I R⋅p⋅ω̄−k DRθ⋅q2

U 4−k DRψ⋅r 2 ]
οπότε για η συνολική ροπή δίνεται από την σχέση (2.73)

M=[L

M

N
]=[U 2−I R⋅q⋅ω̄−k DRφ⋅p2

U 3+ I R⋅p⋅ω̄−k DRθ⋅q2

U 4−k DRψ⋅r 2 ] (2.73)

Αντικαθιστώντας την σχέση (2.73) στην σχέση (2.57) προκύπτουν τα εξής:
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ω̇B /E
B =[ ṗ

q̇

ṙ
]=[

L
I xx

M
I yy

N
I zz

]−[
(I zz− I yy)⋅q⋅r

I xx

(I xx−I zz)⋅p⋅r
I yy

(I yy−I xx)⋅p⋅q
I zz

]=[
U 2−I R⋅q⋅ω̄−k DRφ⋅p2

I xx

U 3+I R⋅p⋅ω̄−k DRθ⋅q2

I yy

U 4−k DRψ⋅r2

I zz

]−[
( I zz−I yy)⋅q⋅r

I xx

(I xx− I zz)⋅p⋅r
I yy

( I yy− I xx)⋅p⋅q

I zz

]⇒
[ ṗ

q̇

ṙ
]=[

( I yy− I zz)⋅q⋅r+U 2−I R⋅q⋅ω̄−k DRφ⋅p2

I xx

( I zz− I xx)⋅p⋅r+U 3+ I R⋅p⋅ω̄−k DRθ⋅q2

I yy

( I xx− I yy)⋅p⋅q+U 4−k DRψ⋅r2

I zz

] (2.74)

Για να απλοποιηθεί η σχέση (2.74) χρησιμοποιείται η σχέση (2.26) η οποία ξαναγράφεται παρα-
κάτω

ωB=T−1⋅Θ E⇒[ p

q

r
]=[1 0 −sinθ

0 cosφ cosθ⋅sinφ

0 −sinφ cosθ⋅cosφ
]⋅[ φ̇

θ̇

ψ̇
] (2.26)

Θεωρώντας ότι οι γωνίες φ, θ και ψ είναι μικρές τότε ο πίνακας T-1 γίνεται ο I3x3 οπότε το διάνυσμα 
ω B ταυτίζεται με το διάνυσμα Θ̇E  οπότε η σχέση (2.74) γίνεται σχέση (2.75)

[ φ̈

θ̈

ψ̈
]=[

( I yy− I zz)⋅θ̇⋅ψ̇+U 2+ I R⋅θ̇⋅ω̄−k DRφ⋅φ̇
2

I xx

( I zz−I xx)⋅φ̇⋅ψ̇+U 3− I R⋅φ̇⋅ω̄−k DRθ⋅θ̇ 2

I yy

(I xx− I yy)⋅φ̇⋅θ̇+U 4−k DRψ⋅ψ̇
2

I zz

] (2.75)

2.10 Μοντελοποίηση των κινητήρων

Η κίνηση του τετρακόπτερου επιτυγχάνεται με τέσσερις ηλεκτρικούς κινητήρες οι οποίοι είναι συ-
νήθως κινητήρες συνεχούς ρεύματος. Το ισοδύναμο κύκλωμα ενός κινητήρα συνεχούς ρεύματος 
φαίνεται στο σχήμα 2.6.
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Σχήμα 2.6: Ισοδύναμο κύκλωμα του κινητήρα συνεχούς ρεύματος

Όπου  R  είναι  η  συνολική  ωμική αντίσταση του κυκλώματος,  L  είναι  η  συνολική  αυτεπαγωγή 
σκέδασης στο κύκλωμα, eα είναι η τάση εξ’ επαγωγής από το κύκλωμα του ρότορα στον στάτη και 
V είναι η τάση διέγερσης του κινητήρα.
Εφαρμόζοντας τον νόμο των τάσεων του Kirchhof προκύπτει η σχέση (2.76).

V=uR+u L+ea=ι⋅R+L ι̇+k e⋅ω (2.76)

όπου ke είναι κατασκευαστική σταθερά του κινητήρα και ω είναι η ταχύτητα περιστροφής του κινη-
τήρα.
Στην σχέση (2.76) η παράγωγος του ρεύματος ι̇  μπορεί να παραλειφθεί για τους λόγους που ανα-
φέρονται στην εργασία [33] και επαναλαμβάνονται παρακάτω:

• Οι κινητήρες αυτοί έχουν πολύ μικρή αυτεπαγωγή επειδή τους έχουν βελτιστοποιήσει όσον 
αφορά την αυτεπαγωγή σκέδασης.

• Η απόκριση του ηλεκτρικού μέρους είναι πολύ πιο γρήγορη από την απόκριση του μηχανι-
κού συστήματος με αποτέλεσμα η συνεισφορά του ηλεκτρικού να είναι μη υπολογίσιμη.

• Είναι πολύ πιο εύκολο να λυθεί μια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης από μια εξίσωση δεύ-
τερης τάξης.

Οπότε η σχέση (2.76) μπορεί πιο απλά να γραφτεί ως εξής:

V=ι⋅R+k e⋅ω (2.77)

Ο δρομέας σε έναν κινητήρα επιταχύνεται όταν υπάρχει μια ροπή η οποία εφαρμόζεται στον δρο-
μέα, όπως φαίνεται στην σχέση (2.78)

I R⋅ω̇=M EM−M LD (2.78)

όπου MLD είναι η ροπή του συνολικού φορτίου του δρομέα, η ροπή αυτή σύμφωνα με την εργασία 
[33] είναι ανάλογη του τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας του συστήματος δρομέα - έλικα θεω-
ρώντας ότι ο έλικας είναι απευθείας προσαρμοσμένος επάνω στον δρομέα, σχέση (2.79).

M LD=k M⋅ω
2 (2.79)

Η ηλεκτρομαγνητική ροπή δίνεται από την σχέση (2.80)

M EM=k q⋅ι (2.80)

Από τις σχέσεις (2.78) και (2.80) προκύπτει η σχέση (2.81)

ι=
I R⋅ω̇+M LD

k q

(2.81)

Αντικαθιστώντας την σχέση (2.81) και την σχέση (2.80) στην σχέση (2.77) προκύπτει  η σχέση 
(2.82)
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V=
I R⋅ω̇+M LD

k q

⋅R+k e⋅ω ⇒ V=
I R⋅R

k q

⋅ω̇+
k M⋅R

k q

⋅ω2+k e⋅ω (2.82)

Λύνοντας ως προς ω̇  την σχέση (2.82) προκύπτει η σχέση (2.83)

ω̇=−
k M

I R

⋅ω2−
k q⋅k e

I R⋅R
⋅ω

k q

I R⋅R
⋅V (2.83)

2.11 Σχέση τάσης – ώθησης

Η είσοδος σε έναν σύστημα κινητήρα – έλικα είναι η τάση τροφοδοσίας  V του κινητήρα και το 
αποτέλεσμα είναι η ώθηση T η οποία παράγεται. 
Η ηλεκτρομαγνητική ροπή του κινητήρα δίνεται από την σχέση (2.80) οπότε το ρεύμα του τυ-
μπάνου δίνεται από την σχέση (2.84)

ι=
M EM

k q

(2.84)

Η ηλεκτρική ισχύς δίνεται από την σχέση (2.85)

P=I⋅V=
M EM

k q

⋅V (2.85)

Θεωρώντας ότι ο κινητήρας λειτουργεί με απόδοση η τότε η μηχανική ισχύς δίνεται από την σχέση 
(2.86)

PΜ=η⋅P=
η⋅M EM

k q

⋅V (2.86)

Θεωρώντας τον συντελεστή ποιότητας του έλικα f ως τον λόγο της επαγόμενης ισχύος στον αέρα 
Ph προς την μηχανική ισχύ Pm σύμφωνα με την εργασία [39] προκύπτουν τα εξής:

f =
Ph

Pm

(2.87)

Ιδανικά η επαγόμενη ισχύς στον αέρα Ph σύμφωνα με την εργασία [40] είναι το γινόμενο της ώθη-
σης T του έλικα και της ταχύτητας uh του ρεύματος του αέρα  στην κατάσταση αιώρησης (hover), 
όπως φαίνεται στην σχέση (2.88)

Ph=T⋅uh (2.88)

Από τις σχέσεις (2.86), (2.87) και (2.88) προκύπτει η σχέση (2.89)

f⋅η⋅M EM

k q

⋅V =T⋅uh (2.89)

Σύμφωνα με την εργασία [41] η ταχύτητα του αέρα δίνεται από την σχέση (2.90)

uh=√ T
2⋅ρα⋅A

(2.90)

όπου ρα είναι η πυκνότητα του αέρα και Α=π R2  η επιφάνεια του δίσκου που δημιουργεί ο περι-
στρεφόμενος έλικας και R είναι η ακτίνα του έλικα. Από τις σχέσεις (2.89) και (2.90) προκύπτει η 
σχέση (2.91)
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f⋅η⋅M EM

k q

⋅V =T⋅√ T
2⋅ρα⋅A

(2.91)

Σύμφωνα με την εργασία [40] η ηλεκτρομαγνητική ροπή είναι ίση με την ώθηση που παράγεται 
πολλαπλασιασμένη με ένα συντελεστή αναλογίας kt, όπως δίνεται από την σχέση (2.92)

M EM=k t⋅T (2.92)

Από τις σχέσεις (2.91) και (2.92) προκύπτει η σχέση (2.93)

f⋅η⋅k t⋅T
kq

⋅V=T⋅√ T
2⋅ρα⋅A

⇒
f⋅η⋅k t

k q

⋅V=√ T
2⋅ρα⋅A

⇒

T=2⋅ρα⋅A⋅( f⋅η⋅k t

k q
)

2

⋅V 2 (2.93)

2.12 Δυνάμεις και ροπές ως συνάρτηση των τάσεων των κινητήρων 

Η σχέση (2.62) αξιοποιώντας την σχέση (2.93) γίνεται όπως φαίνεται στην σχέση (2.94)

T Β=[
0

0

∑
1

4

T i]=[
0

0

2⋅ρα⋅A⋅( f⋅η⋅k t

k q
)

2

⋅∑
i=1

4

V i
2]⇒T Β=[ 0

0

U 1
] (2.94)

Η σχέση (2.67) αξιοποιώντας την σχέση (2.93) γίνεται όπως φαίνεται στην σχέση (2.95)

M T=[M TxB

M Ty B

M TzB

]=[l⋅2⋅ρα⋅A⋅( f⋅η⋅k t

k q
)

2

⋅(V 2
2−V 4

2)

l⋅2⋅ρα⋅A⋅( f⋅η⋅k t

k q
)

2

⋅(V 3
2−V 1

2)

0
]⇒M T=[U φ

U θ

0
]=[U 2

U 3

0
] (2.95)

Η σχέση (2.68) αξιοποιώντας την σχέση (2.93) γίνεται όπως φαίνεται στην σχέση (2.96)

M D=[M dxB

M dyB

M dzB

]=−k t⋅[00
1
]⋅∑i=1

4

(−1)i⋅T i=k t⋅2⋅ρα⋅A⋅( f⋅η⋅k t

k q
)

2

⋅[ 0

0

V 1
2−V 2

2+V 3
2−V 4

2]⇒
M D=[ 0

0

U 4
] (2.96)
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2.13 Οι δυναμικές εξισώσεις του μοντέλου

Οι δυναμικές εξισώσεις του μοντέλου του τετρακόπτερου προκύπτουν από τις σχέσεις (2.64) και 
(2.75) και (2.83) όπως αυτές τροποποιούνται ή συμπληρώνονται από τις σχέσεις (2.94), (2.95) και 
(2.96), όπως φαίνονται στην σχέση (2.97)

ω̇ =−
k M

I R

⋅ω2−
kq⋅k e

I R⋅R
⋅ω

k q

I R⋅R
⋅V

ẍE =
−k DTx⋅ẋ E+(sinφ⋅sinψ+cosφ⋅cosψ⋅sinθ )⋅U 1

m

ÿE =
−k DTy⋅ẏE+(cosφ⋅sinψ⋅sinθ−cosψ⋅sinφ)⋅U 1

m

z̈ E =
−m⋅g−k DTz⋅żE+cosφ⋅cosθ⋅U 1

m

φ̈ =
( I yy− I zz)⋅θ̇⋅ψ̇+U 2+ I R⋅θ̇⋅ω̄−k DRφ⋅φ̇

2

I xx

θ̈ =
( I zz−I xx)⋅φ̇⋅ψ̇+U 3− I R⋅φ̇⋅ω̄−k DRθ⋅θ̇ 2

I yy

ψ̈ =
(I xx− I yy)⋅φ̇⋅θ̇+U 4−k DRψ⋅ψ̇

2

I zz

(2.97)

Οι εξισώσεις αυτές θα χρησιμοποιηθούν στην παρούσα εργασία. Οι εξισώσεις αυτές είναι ισχυρά 
συζευγμένες. Οι μεταβλητές ελέγχου του τετρακόπτερου είναι οι τάσεις στον κάθε κινητήρα. Οι 
τάσεις περιλαμβάνονται στις μεταβλητές  U1,  U2,  U3 και U4 οπότε αυτές θα χρησιμοποιηθούν στις 
σχέσεις  ελέγχου  του τετρακόπτερου.  Ορίζουμε ως διάνυσμα εισόδου του τετρακόπτερου το  u , 
σχέση (2.98).

u=[U 1 , U 2 , U 3 , U 4]
T (2.98)

2.14 Περιγραφή του συστήματος με εξισώσεις κατάστασης

Η θέση και η στάση του τετρακόπτερου περιγράφονται όπως είδαμε από δώδεκα (12) μεταβλητές. 
Οι μεταβλητές αυτές αποτελούν το διάνυσμα κατάστασης x  του συστήματος, σχέση (2.99)

x=[ x , ẋ , y , ẏ , z , ż , φ , φ̇ , θ , θ̇ , ψ , ψ̇ ]⇒
x=[ x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12 ]

(2.99)

Η παράγωγος του διανύσματος κατάστασης x  ως προς τον χρόνο δίνεται από την σχέση (2.100)

ẋ=[ x2 , ẋ2 , x4 , ẋ4 , x6 , ẋ6 , x8 , ẋ8 , x10 , ẋ10 , x12 , ẋ12 ] (2.100)
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Οι σχέσεις (2.99) και (2.100) μπορούν να περιγραφούν γενικά από την σχέση (2.101)

ẋ= f ( x)+ g (x , u) (2.101)
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Κεφάλαιο 3 Ελεγκτές PID και LQR

3.1 Ο PID Ελεγκτής

Ένας πολύ διαδεδομένος αλγόριθμος για έλεγχο γραμμικών συστημάτων είναι ο αναλογικός (pro-
portional) και ολοκληρωτικός (integral) και διαφορικός (derivative) έλεγχος ή αλλιώς PID έλεγχος. 
Ο έλεγχος αυτός βασίζεται στην επιμέρους συνεισφορά τριών ελεγκτών  δηλαδή του αναλογικού, 
ολοκληρωτικού και διαφορικού. Παρακάτω θα εξεταστεί το κάθε κομμάτι του ελεγκτή ξεχωριστά 
και στην συνέχεια η σύνθεσή τους για να προκύψει ο ελεγκτής PID.

3.1.1 Ο αναλογικός ελεγκτής P (Proportional controller)
Στα κλειστά συστήματα αυτόματου ελέγχου κάθε χρονική στιγμή υπολογίζεται το σφάλμα e, δηλα-
δή η απόκλιση της υπό έλεγχο μεταβλητής y από την επιθυμητή τιμή αυτής ή τιμή αναφοράς yref. Η 
είσοδος U στο υπό έλεγχο σύστημα (διεργασία) είναι συνάρτηση του σφάλματος e. Ο αναλογικός 
ελεγκτής αναπαρίσταται στο σχήμα 3.1.

Σχήμα 3.1: Σύστημα αυτόματου ελέγχου κλειστού βρόχου

Στον αναλογικό ελεγκτή η είσοδος στο σύστημα είναι ανάλογη του σφάλματος, τα παραπάνω φαί-
νονται σχηματικά στο σχήμα 3.2.

Σχήμα 3.2: Σύστημα αυτόματου ελέγχου κλειστού βρόχου με αναλογικό ελεγκτή P

Η σταθερά kp ονομάζεται σταθερά ενίσχυσης και όσο αυξάνεται η τιμή της τόσο μικρότερο γίνεται 
το σφάλμα στην έξοδο. Η τιμή της σταθεράς kp δεν μπορεί να γίνει πολύ μεγάλη διότι το σύστημα 
γίνεται ασταθές. Η αστάθεια οφείλεται στην δημιουργία πόλων στο δεξί μιγαδικό ημιεπίπεδο επει-
δή ο γεωμετρικός τόπος των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης μετατοπίζεται προς τα δεξιά. 

3.1.2 Ο ολοκληρωτικός ελεγκτής I (Integral controller)

Η έξοδος του ολοκληρωτικού ελεγκτή είναι ανάλογη του ολοκληρώματος του σφάλματος e. Σε 
αυτό τον ελεγκτή ουσιαστικά λαμβάνεται υπόψη και η προϊστορία του σφάλματος. Ο ελεγκτής αυ-
τός φαίνεται στο σχήμα 3.3.
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Σχήμα 3.3: Σύστημα αυτόματου ελέγχου κλειστού βρόχου με ολοκληρωτικό ελεγκτή I

Ο ελεγκτής αυτός ουσιαστικά εισάγει έναν επιπλέον πόλο στο σύστημα με αποτέλεσμα ο γεωμετρι-
κός τόπος των ριζών να μετατοπίζεται και πάλι δεξιά. Η μετατόπιση αυτή έχει ως αποτέλεσμα την 
αστάθεια για περιοχή τιμών της σταθεράς ki. Από μία άλλη οπτική ο ολοκληρωτικός ελεγκτής μπο-
ρεί να θεωρηθεί ως ένα χαμηλοπερατό φίλτρο το οποίο δεν επιτρέπει απότομε ς μεταβολές στην εί-
σοδό του να εμφανιστούν στην έξοδό του.

3.1.3 Ο διαφορικός ελεγκτής D (Derivative control)
Η έξοδος του διαφορικού ελεγκτή είναι ανάλογη της παραγώγου του σφάλματος e. Με την προσθή-
κη του διαφορικού ελεγκτή γίνεται προσπάθεια να προβλεφθούν οι μελλοντικές τιμές της εξόδου 
με βάση την κλίση της συνάρτησης σφάλματος και ανάλογα με την κλίση να διορθώνεται η έξοδος.  
Με την προσθήκη αυτού του ελεγκτή προστίθεται ένα μηδενικό στην συνάρτηση μεταφοράς. Όπως 
και στον ολοκληρωτικό ελεγκτή έτσι και εδώ ο διαφορικός ελεγκτής μπορεί να θεωρηθεί ως ένα 
υψιπερατό φίλτρο το οποίο επιτρέπει απότομες μεταβολές στην είσοδό του να εμφανιστούν στην 
έξοδό του δηλαδή προσδίδει ταχύτητα στην αντίδραση του συστήματος ελέγχου.  Ο διαφορικός 
ελεγκτής φαίνεται στο σχήμα 3.4.

Σχήμα 3.4: Σύστημα αυτόματου ελέγχου κλειστού βρόχου με διαφορικό ελεγκτή D

3.1.4 Ο PID ελεγκτής

Ο PID ελεγκτής αποτελείται από τους τρεις προηγούμενους ελεγκτές, ο ελεγκτής αυτός φαίνεται 
στο σχήμα 3.5.
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Σχήμα 3.5: Ο PID ελεγκτής

Ο PID ελεγκτής ενσωματώνει όλα τα χαρακτηριστικά των τριών ελεγκτών που τον συνθέτουν.

3.1.5 Υλοποίηση στον υπολογιστή
Για να προγραμματιστεί ο αλγόριθμος του PID ελεγκτή στον υπολογιστή θα πρέπει να είναι σε κα-
τάλληλη μορφή. Κατάλληλη μορφή για τον προγραμματισμό σε υπολογιστή είναι οι εξισώσεις δια-
φορών. Παρακάτω θα αποδειχθούν οι σχέσεις οι οποίες χρησιμοποιήθηκαν για τον προγραμματι-
σμό σε περιβάλλον Matlab.
Σε αυτό τον ελεγκτή γενικά δεν υλοποιείται το κομμάτι της παραγώγου αυτούσιο αλλά γίνεται μια 
τροποποίηση έτσι ώστε ταυτόχρονα να υλοποιείται και ένα βαθυπερατό φίλτρο. Η συνάρτηση με-
ταφοράς Cd κατά Laplace που υλοποιείται φαίνεται στην σχέση (3.1)

Cd=
U d

e
= N⋅s

N +s
(3.1)

όπου e το σφάλμα, Ud η έξοδος του διαφορικού κομματιού, N η σταθερά του φίλτρου και s μιγαδι-
κή μεταβλητή του πυρήνα K(s, t) του μετασχηματισμού Laplace.
Με αυτή την τροποποίηση η συνάρτηση μεταφοράς του ελεγκτή φαίνεται στην σχέση (3.2)

U=U p+U i+U d=k p⋅e+k i⋅
1
s
⋅e+k d⋅

N⋅s
N+ s

⋅e (3.2)

Σύμφωνα με την μεθοδολογία στην εργασία [42]  για την μέθοδο της διαφοράς προς τα εμπρός ή 
Euler Forward method προκύπτουν τα εξής:
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U=U p+U i+U d=k P⋅e+k i⋅
1
s
⋅e+ N⋅s

N +s
⋅e=k p⋅e+k i⋅

T s

z−1
⋅e+k d⋅

N⋅( z−1)
N⋅T s+z−1

⋅e⇒

U⋅(z−1)⋅(N⋅T s+ z−1)⏟
1

=

k p⋅(z−1)⋅(N⋅T s+ z−1)⋅e⏟
2

+k i⋅T s⋅(N⋅T s+z−1)⋅e⏟
3

+k d⋅N⋅( z−1)⋅( z−1)⋅e⏟
4

(1):U⋅(z−1)⋅(N⋅T s+z−1)=z 2⋅[1+z−1⋅(N⋅T s−2)+ z−2⋅(1−N⋅T s)]⋅U

(2): k p⋅( z−1)⋅(N⋅T s+ z−1)⋅e=z2⋅k p⋅[1+ z−1⋅(N⋅T s−2)+z−2⋅(1−N⋅T s)]⋅e

(3) :k i⋅T s⋅(N⋅T s+ z−1)⋅e=z 2⋅k i⋅T s⋅[ z
−1−z−2⋅(N⋅T s−1)]⋅e

(4): k d⋅N⋅(z−1)⋅(z−1)⋅e=z 2⋅k d⋅N⋅(1−2⋅z−1+ z−2)⋅e

(1) ,(2) ,(3) ,(4)⇒
[1+z−1⋅(N⋅T s−2)+ z−2⋅(1−N⋅T s)]⋅U=k p⋅[1+z−1⋅(N⋅T s−2)+ z−2⋅(1−N⋅T s)]⋅e+

k i⋅T s⋅[ z
−1−z−2⋅(N⋅T s−1)]⋅e+k d⋅N⋅(1−2⋅z−1+ z−2)⋅e⇒

U +(N⋅T s−2)⋅z−1⋅U +(1−N⋅T s)⋅z−2⋅U =k p⋅e+k p⋅(N⋅T s−2)⋅z−1⋅e+k p⋅(1−N⋅T s)⋅z−2⋅e+

k i⋅T s⋅z−1⋅e−ki⋅T s⋅(N⋅T s−1)⋅z−2⋅e+k d⋅N⋅e−2⋅k d⋅N⋅z−1⋅e+k d⋅N⋅z−2⋅e⇒

U=k p⋅e+k p⋅(N⋅T s−2)⋅z−1⋅e+k p⋅(1−N⋅T s)⋅z−2⋅e+k i⋅T s⋅z−1⋅e−k i⋅T s⋅(N⋅T s−1)⋅z−2⋅e+

kd⋅N⋅e−2⋅kd⋅N⋅z−1⋅e+k d⋅N⋅z−2⋅e−(N⋅T s−2)⋅z−1⋅U−(1−N⋅T s)⋅z− 2⋅U ⇒

U=(k p+k d⋅N )⋅e+[ k p⋅(N⋅T s−2)+k i⋅T s−2⋅k D⋅N⋅]⋅z−1⋅e+

[ k p⋅(1−N⋅T s)−k i⋅T s⋅(N⋅T s−1)+k d⋅N +]⋅z−2⋅e−

(N⋅T s−2)⋅z−1⋅U −(1−N⋅T s)⋅z−2⋅U ⇒

U (k )=(k p+k d⋅N )⋅e (k )+[k p⋅(N⋅T s−2)+k i⋅T s−2⋅k d⋅N⋅]⋅e (k−1)+

+[ k p⋅(1−N⋅T s)−k i⋅T s⋅(N⋅T s−1)+k d⋅N +]⋅e(k−2)−

−(N⋅T s−2)⋅U (k−1)−(1−N⋅T s)⋅U (k−2)

(3.3)

Όπου Ts είναι ο χρόνος δειγματοληψίας του συστήματος.
Η σχέση (3.3) θα χρησιμοποιηθεί για την υλοποίηση του PID αλγόριθμου στον υπολογιστή.

3.1.6 Ρύθμιση των παραμέτρων του PID ελεγκτή
Στην εργασία αυτή η ρύθμιση των παραμέτρων kp, ki, kd και N υλοποιήθηκε με μέθοδο βελτιστοποί-
ησης, δηλαδή ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης κόστους Fc.  Η μέθοδος βελτιστοποίησης η οποία 
χρησιμοποιήθηκε είναι η διαφορική εξέλιξη  DE,  περισσότερα για την μέθοδο αυτή στο [29] και 
στο [30] η DE ανήκει στην κατηγορία των εξελικτικών αλγορίθμων όπως οι γενετικοί αλγόριθμοι 
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και βασίζεται στην μετάλλαξη, διασταύρωση και επιλογή των λύσεων. Η συνάρτηση κόστους περι-
γράφεται από την σχέση (3.4)

F c=√∑ (X−X d )
2 (3.4)

όπου X , X d είναι ο πίνακας με τα διανύσματα των μεταβλητών θέσης και στάσης και ο πίνακας με 
τα επιθυμητά διανύσματα των μεταβλητών θέσης και στάσης αντίστοιχα.

Ο πίνακας με τα επιθυμητά διανύσματα περιέχει τα διανύσματα για τις μεταβλητές z, φ, θ και ψ.

3.2 Ο γραμμικός τετραγωνικός ελεγκτής (Linear Quadratic Regulator LQR)

Ένας πολύ διαδεδομένος ρυθμιστής για τον έλεγχο γραμμικών συστημάτων είναι ο γραμμικός τε-
τραγωνικός ελεγκτής, (Linear Quadratic Regulator LQR). Ο LQR ανήκει στην κατηγορία των ελεγ-
κτών με γραμμική ανατροφοδότηση του διανύσματος κατάστασης x . Ένα γραμμικό χρονικά αμε-
τάβλητο σύστημα περιγράφεται στον χώρο των καταστάσεων από την σχέση (3.5)

ẋ=A⋅x+B⋅u

y=C⋅x+D⋅u

x ( t0)=x 0

(3.5)

όπου:

u  ∈ Rmx1 και ονομάζεται διάνυσμα εισόδου (input vector)

x  ∈ Rnx1 και ονομάζεται διάνυσμα κατάστασης (state vector)

y  ∈ Rpx1 και ονομάζεται διάνυσμα εξόδου (output vector)

Α  ∈ Rnxn και ονομάζεται πίνακας κατάστασης (state matrix) ή πίνακας συστήματος.

B  ∈ Rnxm και ονομάζεται πίνακας εισόδου (input matrix).

C  ∈ Rpxn και ονομάζεται πίνακας εξόδου (output matrix).

D  ∈ Rpxm και ονομάζεται πίνακας μετάδοσης (transmission matrix).

Sτο σχήμα 3.6 φαίνεται ένα σύστημα αυτομάτου ελέγχου  με LQR ελεγκτή.

Σχήμα 3.6:  Ελεγκτής γραμμικής ανάδρασης της πλήρους κατάστασης του συστήματος

Το πρόβλημα του LQR ελεγκτή είναι η εύρεση του πίνακα K  ο οποίος πολλαπλασιάζει το διάνυσμα 
της κατάστασης όπως φαίνεται στην εξίσωση (3.6)

u=−K⋅x (3.6)

Αυτό είναι ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης, ουσιαστικά πρόβλημα ελαχιστοποίησης μιας συνάρτη-
σης κόστους J, η συνάρτηση J δίνεται από την σχέση (3.7)
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J =1
2
⋅∫

0

∞

( xT⋅Q⋅x+uT⋅R⋅u)dt (3.7)

όπου:

Q  είναι ένας συμμετρικός, θετικά ημιορισμένος πίνακας.

R  είναι ένας συμμετρικός, θετικά ορισμένος πίνακας.

Οι παραπάνω πίνακες ουσιαστικά είναι τα βάρη τα οποία δίνονται από τον μηχανικό όσον αφορά 
την κατάσταση και την είσοδο στο σύστημα. Εάν για παράδειγμα δοθούν υψηλές τιμές στα στοι-
χεία του πίνακα Q  τότε θα πρέπει τα αντίστοιχα στοιχεία του διανύσματος x  να είναι όσο το δυνα-
τό χαμηλά έτσι ώστε να μειωθεί η τιμή της συνάρτησης κόστους J. Εάν η εξοικονόμησης ενέργειας 
είναι υψηλής προτεραιότητας τότε θα πρέπει οι τιμές στο διάνυσμα ελέγχου να είναι μικρές, άρα οι  
τιμές του πίνακα R  πρέπει να είναι μεγάλες. Τελικά τα στοιχεία των πινάκων αυτών τα επιλέγει ο 
μηχανικός λαμβάνοντας υπόψη τις διάφορες σχεδιαστικές απαιτήσεις της εκάστοτε εφαρμογής.
Η λύση του προβλήματος αυτού σύμφωνα με την εργασία [43] δίνεται από την σχέση (3.8)

Κ=−R−1⋅BT⋅P (3.8)

όπου P  είναι ένας θετικά ημιορισμένος πίνακας ο οποίος είναι λύση της αλγεβρικής εξίσωσης Ric-
cati. Η εξίσωση Riccati φαίνεται στην σχέση (3.9)

AT⋅P+P⋅A−P⋅B R−1⋅BT⋅P+Q=0 (3.9)

Όλα τα παραπάνω ισχύουν για γραμμικά συστήματα, το σύστημα όμως το οποίο εμείς μελετάμε εί-
ναι ένα μη γραμμικό σύστημα. Για να εφαρμοστεί ο έλεγχος  LQR θα πρέπει προηγουμένως να 
γραμμικοποιηθεί το σύστημα.

3.2.1 Γραμμικοποίηση του συστήματος
Η γραμμικοποίηση έχει ως σκοπό να περιγράψει ένα μη γραμμικό σύστημα σύμφωνα με την γραμ-
μική σχέση (3.5), αυτό γίνεται προσδιορίζοντας τους πίνακες A , B , C  και D . Όταν ένα μη γραμμι-
κό σύστημα γραμμικοποιείται τότε αυτό είναι απαραίτητο να γίνει γύρω από ένα σημείο ισορροπί-
ας όπου θα ικανοποιείται η σχέση (3.10)

f ( x̄ , ū)=0 (3.10)

όπου x̄ , ū  είναι το διάνυσμα κατάστασης στη θέση ισορροπίας και το διάνυσμα εισόδου για την 
θέση ισορροπίας αντίστοιχα.
Στην περίπτωση του τετρακόπτερου αυτό το διάνυσμα κατάστασης x  για το σημείο ισορροπίας εί-
ναι:

x̄=[ x0 , 0 , y0 , 0 , z 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]=[0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0] (3.11)

Σε κατάσταση αιώρησης το τετρακόπτερο είναι ακίνητο και οι ταχύτητες των ελίκων είναι ίσες. 
Από τις σχέσεις (2.94), (2.95) και (2.96) και λαμβάνοντας υπόψη την σχέση (2.97) συμπεραίνουμε 
ότι το διάνυσμα εισόδου u  δίνεται από την σχέση (3.12)

ū=[ m⋅g , 0 , 0 , 0 ] (3.12)

Η γραμμικοποίηση επιτυγχάνεται λαμβάνοντας την Ιακωβιανή (Jacobian)  του συστήματος γύρω 
από το σημείο αιώρησης. Ο πίνακας κατάστασης A  δίνεται από την σχέση (3.13)

A= ∂ f
∂ x |x= x̄

u=ū

(3.13)
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Ο πίνακας εισόδου B  δίνεται από την σχέση (3.14)

B= ∂ f
∂u |x= x̄

u=ū

(3.14)

Με τις τιμές των παραμέτρων από την εργασία [44] οι πίνακες A  και B  γίνονται όπως φαίνονται 
στις σχέσεις (3.15) και (3.16) αντίστοιχα

Α=[
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1.146⋅10−3 0 0 0 0 0 0 9.806 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1.146⋅10−3 0 0 −9.806 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1.307⋅10−3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

] (3.15)

Β=[
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

2.058 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 261.247 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 261.247 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 130.608 0

] (3.16)

Θεωρώντας ότι η το διάνυσμα εξόδου y  αποτελείται από τις εξής μεταβλητές κατάστασης 

y=[ x1 , x3 , x5 , x7 , x9 , x11 ] (3.17)

ο πίνακας C  είναι:
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C=[
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

] (3.18)

Επιπλέον θεωρούμε ότι η είσοδος u  δεν επηρεάζει την έξοδο y  οπότε ο πίνακας D  δίνεται από την 
σχέση (3.19)

D=[
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

] (3.19)
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Κεφάλαιο 4 Μέθοδος Backstepping

Για την ανάλυση και την σχεδίαση μη γραμμικών συστημάτων αυτόματου ελέγχου έχουν αναπτυ-
χθεί θεωρίες ειδικά για αυτό τον σκοπό. Τα αποτελέσματα της εφαρμογής αυτών των θεωριών είναι 
η υλοποίηση ελεγκτών οι οποίοι είναι πιο αξιόπιστοι και προσδίδουν μεγαλύτερη ευστάθεια και 
ελεγξιμότητα. Στο προηγούμενο κεφάλαιο, το μη γραμμικό σύστημα γραμμικοποιήθηκε με τον πε-
ριορισμό ότι οι μεταβλητές κατάστασης παίρνουν τιμές γύρω και πολύ κοντά από τη θέση αιώρη-
σης. Εάν όμως είναι επιθυμητή μια πολύ γρήγορη μεταβολή τότε αυτό δεν μπορεί να αντιμετωπι-
στεί ικανοποιητικά με τις γραμμικές μεθόδους.
Στην συνέχεια το αντικείμενο της εργασίας θα είναι τα μη γραμμικά χρονικά αναλλοίωτα δυναμικά 
συστήματα της εξής μορφής, σχέση (4.1)

ẋ= f ( x (t )) , x (t 0)=x0 , f : D Rn , 0 ∈ Rn , D⊆Rn (4.1)

4.1 Σημείο ισορροπίας

Για το χρονικά αναλλοίωτο σύστημα της (4.1) το διάνυσμα x e καλείται κατάσταση ή σημείο ισορ-
ροπίας του συστήματος εάν ικανοποιεί την σχέση (4.2)

f ( xe , t)=0 ∀ t
ή

x ( t0)=x e⇒ x (t)=xe ∀ t≥t 0

(4.2)

Θεωρώντας ότι το  x=0 είναι σημείο ισορροπίας ή αλλιώς f (0 )=0 .  Από την σχέση (4.2) εξάγεται 
ότι:

x (0 , t)=0 ∀ t≥0 (4.3)

εάν το διάνυσμα x  της σχέσης (4.1) είναι το σφάλμα σε ένα σύστημα κλειστό σύστημα αυτόματου 
ελέγχου τότε η συνθήκη  x e=0  αναπαριστά το τέλειο λειτουργικό σημείο του ελεγκτή,  με άλλα 
λόγια το κλειστό σύστημα ελέγχου ακολουθεί πιστά την επιθυμητή τροχιά αφού το σφάλμα είναι 
μηδέν.

4.2 Ευστάθεια

Ένα πολύ σημαντικό χαρακτηριστικό  των συστημάτων είναι  η  ευστάθεια.  Το σημείο  x=0  της 
σχέσης (4.1) μπορεί να είναι:

• Ευσταθές.
• Ασυμπτωτικά ευσταθές.
• Ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές.
• Εκθετικά ευσταθές
• Ασταθές.

4.2.1 Ευσταθές σημείο ισορροπίας

Ευσταθές εάν για κάθε ε>0  υπάρχει δ=δ (ε )>0  τέτοιο ώστε:

‖x (0)‖<δ ⇒‖x (t)‖<ε ∀ t≥0 (4.4)

Η παραπάνω σχέση απεικονίζεται στο σχήμα 4.1, το ευσταθές σημείο x e είναι το κέντρο του κύ-
κλου με ακτίνα δ και με την προϋπόθεση ότι το σύστημα εκκινεί από μια τυχαία κατάσταση x 0 με 
ακτίνα ‖x 0‖ μικρότερη από δ, η τροχιά που ακολουθεί δεν βγαίνει ποτέ εκτός του κύκλου που ορί-
ζεται από την ακτίνα μήκους ε.
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Σχήμα 4.1:  Ευσταθές σημείο ισορροπίας

4.2.2 Ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας
Ασυμπτωτικά ευσταθές, εάν είναι ευσταθές και υπάρχει τέτοιο δ έτσι ώστε:

‖x (0)‖<δ ⇒ lim
t→∞

x (t)=0 (4.5)

Τα παραπάνω φαίνονται στο σχήμα 4.2, εφόσον το σύστημα ξεκινάει από σημείο x 0 εντός της ακτί-
νας δ τότε εγγυημένα θα μεταβεί στο σημείο x e, καθώς ο χρόνος τείνει στο άπειρο.
Το σημεία ισορροπίας τα οποία έλκουν τις τροχιές οι οποίες ξεκινούν από τη γειτονιά τους ονο-
μάζονται ελκυστές (attractors), τέτοιο σημείο είναι το x e. 

Σχήμα 4.2: Ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας

4.2.3 Ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας
Ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές, εάν είναι ευσταθές και ισχύουν επιπλέον τα:

∀ x (0)∈Rn ισχύει ότι lim
t→∞

x ( t)=0 (4.6)

από την σχέση (4.6) προκύπτει ότι η ακτίνα δ τείνει στο άπειρο, δ∞ , σχήμα 4.3.
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Σχήμα 4.3: Ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας

4.2.4 Εκθετικά ευσταθές σημείο ισορροπίας
Εάν υπάρχουν σταθερές δ, α και λ τέτοιες ώστε εάν 

x0<δ ⇒ x (t)≤a⋅‖x 0‖⋅e− λ⋅t (4.7)

Το εκθετικά ευσταθές σημείο ισορροπίας εκτός της ευστάθειας δίνει και τον ρυθμό σύγκλισης στο 
σημείο ισορροπίας μέσω της σταθεράς λ.

4.2.5 Ασταθές σύστημα
Ασταθές όταν δεν είναι ευσταθές σχήμα 4.4, εδώ φαίνεται πως η τροχιά δεν συγκλίνει σε κάποιο 
σημείο αλλά αντίθετα αποκλίνει.

Σχήμα 4.4: Ασταθές σημείο ισορροπίας
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4.3 Θετικά – αρνητικά ορισμένες συναρτήσεις

4.3.1 Θετικά ημιορισμένες συναρτήσεις
Η συνάρτηση V(x ), V : Rn R  λέγεται θετικά ημιορισμένη εάν 

V (0)=0
x ≠ 0⇒V (x )≥0

(4.8)

4.3.2 Θετικά ορισμένες συναρτήσεις
Η συνάρτηση V(x ), V : Rn R  λέγεται θετικά ορισμένη εάν 

V (0)=0.
x ≠ 0⇒V (x )>0

(4.9)

4.3.3 Αρνητικά ημιορισμένες - ορισμένες συναρτήσεις
Η συνάρτηση V(x ), V : Rn R  λέγεται αρνητικά ημιορισμένη – ορισμένη εάν η συνάρτηση -V(x ) 
είναι θετικά ημιορισμένη - ορισμένη.

4.4 Συνάρτηση Lyapunov

Έστω V : D R  μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση, D⊂Rn  ένα ανοιχτό υποσύνολο που περι-
λαμβάνει το σημείο ισορροπίας x=0 , για το σύστημα της (4.1) και τέτοια ώστε:

V (0)=0
V ( x)>0 ∀ x ∈ D − { 0 }

V̇ ( x )≤0 ∀ x ∈ D
(4.10)

Τότε η συνάρτηση V(x ) ονομάζεται συνάρτηση Lyapunov για το σύστημα της (4.1).

4.4.1 Παράγωγος της συνάρτησης Lyapunov V (x)
Η συνάρτηση V(x ) είναι πεπλεγμένη, η παράγωγος ως προς τον χρόνο δίνεται από την σχέση (4.11)

V̇=
dV ( x)
dt

=∑
i=1

n ∂V
∂ xi

⋅ẋ i=∑
i=1

n ∂V
∂ x i

⋅f i (x )=

[∂V
∂ x1

,
∂V
∂ x2

, ⋯ ,
∂V
∂ xn ]⋅[

f 1( x)

f 2(x )

⋮

f n(x )
]=∂V

∂ x
⋅f ( x)

(4.11)

4.5 Θεώρημα ευστάθειας Lyapunov

Στην συνέχεια διατυπώνεται το θεώρημα ευστάθειας  Lyapunov, η απόδειξή βρίσκεται στο βιβλίο 
του H. K. Khalil [27].
Έστω το σύστημα της (4.1) και έστω  x=0  ένα σημείο ισορροπίας. Έστω V μια συνάρτηση  Lya-
punov D⊂Rn  που το πεδίο ορισμού της περιέχει το x=0 .
Τότε το x=0  είναι ευσταθές.
Επιπλέον, εάν 

V̇ ( x)<0 ∀ x ∈ D (4.12)

Τότε το x=0  είναι ασυμπτωτικά ευσταθές.
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Το παραπάνω θεώρημα ανήκει στην άμεση μέθοδο ανάλυσης της ευστάθειας του  Lyapunov.  Με 
την άμεση μέθοδο αναλύεται  η ευστάθεια ενός μη γραμμικού δυναμικού συστήματος χωρίς να 
απαιτείται λύση των διαφορικών εξισώσεων. Η κύρια ιδέα πίσω από την μέθοδο βρίσκεται στο γε-
γονός ότι ένα δονούμενο σύστημα είναι ευσταθές εάν η ολική ενέργεια, η οποία είναι μια θετικά 
ορισμένη συνάρτηση, μειώνεται συνεχώς, μέχρι το σύστημα να έρθει σε κατάσταση ισορροπίας.

4.6 Η μέθοδος Backstepping

Έστω το μη γραμμικό δυναμικό σύστημα το οποίο περιγράφεται από την σχέση (4.13)

ẋ1= f ( x1)+ g (x1)⋅x2 (α)

ẋ2=u (β )

[ x1
Τ , x2]

T ∈ Rn+1 , u ∈ R
f : D Rn , g : D Rn , D ⊂ Rn

x1=0 ∈ D , f (0)=0 ∈ D

(4.13)

όπου:
x 1, x2 οι μεταβλητές κατάστασης του συστήματος
και u είναι η είσοδος ελέγχου του συστήματος.
Ως πρώτο βήμα στην διαδικασία του backstepping είναι επιθυμητό να σταθεροποιηθεί η (4.13α) θε-
ωρώντας ως είσοδό της την μεταβλητή κατάστασης x2.
Έστω ότι η  (4.13α) μπορεί να σταθεροποιηθεί στο  x=0 , δηλαδή να γίνει ασυμπτωτικά ευσταθής 
στο x=0  θέτοντας 

x2=φ(x1) , φ(0)=0 (4.14)

Αντικαθιστώντας την σχέση (4.14) στην σχέση (4.13α) προκύπτει η σχέση (4.15)

ẋ1= f (x1)+ g ( x1)⋅φ(x1) (4.15)

Θεωρώντας ότι είναι γνωστή μια συνάρτηση Lyapunov V(x 1) η οποία ικανοποιεί την σχέση (4.16)

∂(V )
∂(x1)

[ f (x1)+g ( x1)⋅φ(x1)]≤−W ( x1) ∀ x1 ∈ D (4.16)

με W(x 1) θετικά ορισμένη συνάρτηση.
Προσθέτοντας και αφαιρώντας την σχέση (4.17) στην σχέση (4.13α) προκύπτει η σχέση (4.18).

g ( x1)⋅φ(x1) (4.17)

ẋ1= f (x1)+ g ( x1)⋅x2+ g ( x1)⋅φ(x1)−g ( x1)⋅φ(x1)⇒

ẋ1= f ( x1)+ g (x1)⋅φ( x1)+ g (x1)⋅( x2−φ( x1)) (4.18)

οπότε το σύστημα της (4.13) γίνεται η σχέση(4.19)

ẋ1= f ( x1)+ g (x1)⋅φ( x1)+ g (x1)⋅( x2−φ( x1)) (α )

ẋ2=u ( β)
(4.19)

Στον τελευταίο όρο του αθροίσματος της σχέσης (4.19α) είναι δυνατή αλλαγή μεταβλητής όπως 
φαίνεται στην σχέση (4.20)

z= x2−φ( x1) (4.20)
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Η αλλαγή αυτή αντιπροσωπεύει το σφάλμα μεταξύ της μεταβλητής κατάστασης x2 και της συνάρ-
τησης φ(x 1) η οποία έχει επιλεγεί για να προσεγγισθεί η μεταβλητή κατάσταση x2. Οπότε το σύστη-
μα γράφεται όπως η σχέση (4.21)

ẋ1= f ( x1)+g (x1)⋅φ(x1)+ g ( x1)⋅z (α )

ż=u−φ̇(x1) ( β )
(4.21)

κάνοντας και την αντικατάσταση η οποία φαίνεται στην σχέση (4.22) το σύστημα της (4.21) γράφε-
ται όπως φαίνεται στην σχέση (4.23)

v=u−φ̇(x1) (4.22)

ẋ1= f ( x1)+g (x1)⋅φ(x1)+ g ( x1)⋅z (α )

ż=v ( β )
(4.23)

Η μεταβλητή z πλέον δεν είναι μεταβλητή κατάστασης, έτσι όταν z=0 τότε η (4.23α) είναι ασυμ-
πτωτικά ευσταθής στο x=0  λόγω της κατασκευής της.
Για να σταθεροποιηθεί όλο το σύστημα στο σημείο x=0  χρησιμοποιείται ως συνάρτηση Lyapunov 
η συνάρτηση της σχέσης (4.24)

V ( x1 , z )=V ( x1)+
1
2
⋅z 2 (4.24)

Η παράγωγος της σχέσης (4.24) είναι:

V̇ ( x1 , z )=
˙

(V (x1)+
1
2
⋅z2)=V̇ ( x1)+

˙1
2
⋅z2=

∂V
∂ x1

⋅ẋ1+z⋅ż

= ∂V
∂ x1

⋅[ f ( x1)+g ( x1)⋅φ(x1)]+
∂V
∂ x1

⋅g (x1)⋅z+z⋅v=

∂V
∂ x1

⋅[ f (x1)+g ( x1)⋅φ( x1)]+ z⋅( ∂V
∂ x1

⋅g ( x1)+v)≤−W (x1)+ z⋅(∂V
∂ x1

⋅g ( x1)+v)⇒

V̇ ( x1 , z )≤−W (x1)+ z⋅(∂V
∂ x1

⋅g ( x1)+v) (4.25)

Παρατηρώντας την σχέση (4.25) επιλέγεται τιμή για την μεταβλητή v όπως φαίνεται στην σχέση 
(4.26)

v=− ∂V
∂ x1

⋅g (x1)−k⋅z , k>0 (4.26)

έτσι η σχέση (4.25) καταλήγει όπως φαίνεται στην σχέση (4.27) 

V̇ ( x1 , z )≤−W (x1)+ z⋅(∂V
∂ x1

⋅g ( x1)+v)⇒V̇ (x1 , z)≤−W ( x1)−k⋅z 2 (4.27)

Από την σχέση (4.27) προκύπτει ότι το σημείο x 1=0, z=0 για το σύστημα της σχέσης (4.23) είναι 
ασυμπτωτικά ευσταθές δηλαδή ξεκινώντας από τυχαίο σημείο [x 1, z]=[x 0, z0] καταλήγει ασυμπτω-
τικά στο σημείο [x 1, z]=[0, 0] καθώς ο χρόνος τείνει στο άπειρο (t→∞).
Επιπλέον αφού το z τείνει στο 0 καθώς ο χρόνος t  τείνει στο άπειρο και το φ(x 1=0 )=0 τότε λαμ-
βάνοντας υπόψη και την σχέση (4.20) προκύπτει ότι και x2=0 δηλαδή το σύστημα καθώς ο χρόνος t 
τείνει στο άπειρο, τείνει ασυμπτωτικά στο σημείο [x 1, x2]=[0 , 0].
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4.7 Η μέθοδος Backstepping στο τετρακόπτερο

4.7.1 Περιγραφή του ελεγκτή
Το μπλοκ διάγραμμα του ελεγκτή φαίνεται στο σχήμα 4.5. Ο ελεγκτής αποτελείται από ένα μπλοκ 
το  οποίο  παράγει  την  επιθυμητή  τροχιά.  Η  επιθυμητή  τροχιά  τροφοδοτείται  και  στα  επόμενα 
μπλοκ. 
Το τελευταίο μπλοκ υπολογίζει μέσω των δυναμικών εξισώσεων του τετρακόπτερου την θέση και 
την στάση του. Η έξοδος αυτού του μπλοκ τροφοδοτείται μαζί με την επιθυμητή τροχιά στα μπλοκ 
τα οποία παράγουν τα σήματα ελέγχου Ui του τετρακόπτερου.
Το μπλοκ του “Ελεγκτή Θέσης” παράγει έμμεσα και τις επιθυμητές γωνίες φ και θ.

Σχήμα 4.5: Το διάγραμμα ελέγχου κλειστού βρόχου

4.7.2 Εφαρμογή του αλγόριθμου Backstepping - Σχεδιασμός ελεγκτή Backstepping U 
Παρακάτω δίνεται και πάλι το μη γραμμικό δυναμικό σύστημα του τετρακόπτερου, σχέση (4.28).
Για να είναι ευσταθές το σύστημα θα πρέπει το κάθε υποσύστημά του να είναι και αυτό ευσταθές,  
έτσι ο αλγόριθμος θα εφαρμοστεί σε όλα τα υποσυστήματα δηλαδή στα ζεύγη των συστημάτων 
που φαίνονται στον πίνακα .

Πίνακας 4.1: Ζεύγη μεταβλητών κατάστασης

α/α
Ζεύγη μεταβλητών

κατάστασης των υποσυστημάτων

1 x1 x2

2 x3 x4

3 x5 x6

4 x7 x8

5 x9 x10

6 x11 x12
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Στην συνέχεια γίνεται εφαρμογή του αλγόριθμου για να υπολογιστεί ο νόμος ελέγχου για το σήμα 
U1. Το σήμα U1 στην συνέχεια χρησιμοποιείται και για τον προσδιορισμό των σημάτων Ux και Uy.

Με x i
d  συμβολίζεται η επιθυμητή τιμή της μεταβλητής i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6,} και με z i  η διαφορά 

της επιθυμητής από την πραγματική (μετρούμενη ή άλλως προσδιοριζόμενη τιμή της μεταβλητής).
Η μεταβλητή z, το ύψος του τετρακόπτερου, έχει αντιστοιχιστεί με την μεταβλητή κατάστασης x5.

ẋ= ẋ1= x2

ẍ= ẋ2 =
−k DTx⋅x2+(sinx7⋅sinx11+cosx7⋅cosx11⋅sinx9)⋅U 1

m

ẏ= ẋ3= x4

ÿ= ẋ4 =
−k DTy⋅x4+(cosx7⋅sinx11⋅sinx9−cosx11⋅sinx7)⋅U 1

m

ż= ẋ5=x6

z̈= ẋ6 =
−m⋅g−k DTz⋅x6+cosx7⋅cosx9⋅U 1

m

φ̇= ẋ7=x8

φ̈= ẋ8 =
( I yy− I zz)⋅x10⋅x12+U 2+ I R⋅x10⋅ω̄−k DRφ⋅x8

2

I xx

θ̇= ẋ9=x10

θ̈ = ẋ10 =
( I zz−I xx)⋅x8⋅x12+U 3−I R⋅x8⋅ω̄−k DRθ⋅x10

2

I yy

ψ̇= ẋ11=x12

ψ̈ = ẋ12 =
( I xx−I yy)⋅x8⋅x10+U 4−k DRψ⋅x12

2

I zz

(4.28)

z= x5 , ż= ẋ5 , x6= ẋ5 , (4.29)

Η παράγωγος της μεταβλητής κατάστασης x6 σύμφωνα με την (4.28) δίνεται από την σχέση (4.30)

ẋ6=
−m⋅g−k DTz⋅x6+cosx7⋅cosx9⋅U 1

m
(4.30)

Όπως περιγράφηκε προηγουμένως εισάγεται μια μεταβλητή η οποία αντιπροσωπεύει την διαφορά 
της επιθυμητής τιμής του ύψους από την πραγματική, η μεταβλητή αυτή είναι η z5(x5).

z5= x5
d−x5 (4.31)

Η παράγωγος της μεταβλητής z5 είναι:

ż5=
˙(x5

d− x5)= ẋ5
d− ẋ5⇒ ż5= ẋ5

d−x6
(4.32)

Έστω η συνάρτηση Lyapunov V(z5) και η παράγωγος αυτής όπως παρακάτω:

V (z 5)=
1
2
⋅z5

2 V̇ (z5)=
˙1

2
⋅z5

2=z5⋅ż5= z5⋅( ẋ5
d−x6) (4.33)
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Η μεταβλητή κατάστασης  x6 στην σχέση (4.33) θεωρείται  ως μεταβλητή ελέγχου (εισόδου) και 
προσεγγίζεται με την συνάρτηση φ(x5) δηλαδή 

x6=φ( x5)= ẋ5
d+a5⋅z5 a5>0 (4.34)

Οπότε η παράγωγος της συνάρτησης Lyapunov V(z5) γίνεται:

V̇ (z 5)=z 5⋅( ẋ5
d−x6)=z5⋅[ ẋ5

d−( ẋ5
d+a5⋅z5)]⇒ V̇ (z5)=−α5⋅z 5

2 (4.35)

Από την σχέση (4.35)  προκύπτει ότι η παράγωγος της συνάρτησης  V(z5)  είναι αρνητικά ημιορι-
σμένη άρα το σημείο z5=0 είναι ευσταθές κατά την έννοια του Lyapunov.
Στην συνέχεια εισάγεται η μεταβλητή z6 η οποία αντιπροσωπεύει την διαφορά της μεταβλητής  x6 

από την συνάρτηση φ(z5). Υπενθυμίζεται ότι η φ(z5) προσεγγίζει την x6.

z6= x6−φ( x5)=x6−( ẋ5
d+a5⋅z5) (4.36)

Η παράγωγος της μεταβλητής z6 είναι:

ż6= ẋ6−
˙( ẋ5

d+a5⋅z5)= ẋ6−( ẍ5
d+a5⋅ż5) (4.37)

Έστω η συνάρτηση Lyapunov V(z5 z6) η οποία δίνεται από την σχέση (4.38)

V (z 5 z6)=
1
2
⋅( z5

2+z6
2) (4.38)

Η παράγωγος της συνάρτηση V(z5 z6) είναι:

V̇ (z 5 z6)=
˙

(1
2
⋅z5

2+ 1
2
⋅z6

2)=z5⋅ż 5+ z6⋅ż6= z5⋅( ẋ5
d−x6)+ z6⋅( ẋ6− ẍ5

d−a5⋅ż5)

από τις σχέσεις (4.32) και (4.36) προκύπτει η σχέση (4.39) 

V̇ (z 5 z6)=z5⋅(−a5⋅z5− z6)+z 6⋅( ẋ6− ẍ5
d−a5⋅ż5)=

−a5⋅z5
2−z5⋅z6+z 6⋅( ẋ6− ẍ5

d−a5⋅ż5)=
−a5⋅z5

2+z 6⋅( ẋ6− ẍ5
d−a5⋅ż5−z5)⇒

V̇ (z 5 z6)=−a5⋅z 5
2+ z6⋅(−m⋅g+cos( x7)⋅cos (x9)⋅U 1

m
−

k DTz⋅x6

m
− ẍ5

d−a5⋅ż5−z5) (4.39)

Η είσοδος ελέγχου στο σύστημά μας είναι U1, οπότε θα πρέπει να επιλεγεί μια κατάλληλη είσοδο 
για το σύστημα. Με στόχο η παράγωγος της συνάρτησης  V(z5  z6)  να γίνει αρνητικά ορισμένη ή 
ημιορισμένη, επιλέγεται η σχέση (4.40) για να προσδιοριστεί η συνάρτηση για την U1

cos( x7)⋅cos (x9)⋅U 1

m
=−(−g−

k DTz⋅x6

m
− ẍ5

d−a5⋅ż5− z5)−a6⋅z6 α6>0 (4.40)

συνεχίζοντας προκύπτει για την U1 η σχέση (4.41)

U 1=m⋅
g+ ẍ5

d+a5⋅ż5+ z5−a6⋅z 6

cos( x7)⋅cos (x9)
+

k DTz⋅x6

cos( x7)⋅cos( x9)
(4.41)

Αντικαθιστώντας την σχέση (4.41) στην (4.39) προκύπτει η σχέση (4.42)

V̇ (z 5 z6)=−a5⋅z 5
2−a6⋅z 6

2⇒ V̇ (z5 z6)≤0 (4.42)
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Από την σχέση (4.42) προκύπτει ότι το σημείο [z5, z6 ]=[0, 0] είναι ευσταθές αφού η παράγωγος της 
συνάρτησης V(z5 z6) είναι αρνητικά ημιορισμένη.
Με δεδομένη την προηγούμενη παρατήρηση και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (4.31), (4.34) και 
(4.36) προκύπτει ότι το σημείο [x5, x6 ]=[0, 0] είναι Lyapunov ευσταθές.
Με παρόμοια διαδικασία προσδιορίζονται και οι υπόλοιπες συναρτήσεις ελέγχου όπως φαίνονται 
στην σχέση (4.43)

U 1=m⋅
g+ ẍ5

d+( x5
d−x5)⋅(1+a5⋅a6)+( ẋ5

d−x6)⋅(a5+a6)
cos( x7)⋅cos (x9)

+
k DTz⋅x6

cos( x7)⋅cos (x9)

U 2=( I zz−I yy)⋅x10⋅x12+ J r⋅Ω⋅x10+k DRφ⋅x8
2+ I xx⋅[ x8

2+ ẍ7
d+( x7

d−x7)⋅(1+a7⋅a8)]+( ẋ7
d− x8)⋅(a7+a8)

U 3=( I xx−I zz)⋅x8⋅x12− J r⋅Ω⋅x8+k DRθ⋅x10
2 + I yy⋅[ ẍ9

d+(x9
d−x9)⋅(1+a9⋅a10)+( ẋ9

d− x10)⋅(a9+a10)]

U 4=( I yy−I xx)⋅x8⋅x10+k DRψ⋅x12
2 + I zz⋅[ ẍ11

d +( x11
d − x11)⋅(1+a11⋅a12)+( ẋ11

d −x12)⋅(a11+a12)]

U 5=m⋅
ẍ1

d+(x1
d−x1)⋅(1+a1⋅a2)+( ẋ1

d−x2)⋅(a1+a2)
U 1

+
k DTx⋅x2

U 1

U 6=m⋅
ẍ3

d+( x3
d−x3)⋅(1+a3⋅a4)+( ẋ3

d− x4)⋅(a3+a4)
U 1

+
k DTy⋅x4

U 1

(4.43)

4.8 Εισαγωγή διαταραχών

Τα συστήματα αυτόματου ελέγχου σχεδιάζονται να λειτουργούν κάτω από ορισμένες συνθήκες. 
Όταν τα συστήματα καλούνται να λειτουργήσουν σε περιβάλλοντα με θόρυβο ή διαταραχές τότε οι  
ελεγκτές των συστημάτων δεν ανταπεξέρχονται ικανοποιητικά και το σύστημα δεν εκτελεί σωστά 
τη λειτουργία του.
Στην περίπτωση του τετρακόπτερου εάν αυτό βρίσκεται σε εξωτερικό χώρο τότε θα υποφέρει από 
ανέμους, οι οποίοι ασκούν δυνάμεις και ροπές οι οποίες εφαρμόζονται σε αυτό. Αυτές οι εξωτερι-
κές δυνάμεις και οι ροπές ονομάζονται διαταραχές. Έτσι ο αλγόριθμος του ελεγκτή θα κληθεί να 
αντιμετωπίσει και αυτές τις καταστάσεις. Το πόσο επιτυχημένα θα το κάνει εξαρτάται εάν κατά την 
διαδικασία της σχεδίασης έχουν ληφθεί υπόψη οι παραπάνω διαταραχές.
Στην παρούσα εργασία υλοποιήθηκε ένας ελεγκτής στον οποίο οι διαταραχές είναι γνωστές και 
ένας άλλος στον οποίο οι διαταραχές είναι άγνωστες.  Οι διαταραχές που επιβάλλονται είναι γνω-
στές συναρτήσεις του χρόνου.
Οι διαταραχές είναι δύο γνωστά διανύσματα, το ΗL=[Hx, Hy, Hz]T το οποίο αντιπροσωπεύει γραμμι-
κές επιταχύνσεις και το ΗR=[Hφ, Hθ, Hψ]T το οποίο αντιπροσωπεύει περιστροφικές επιταχύνσεις. Οι 
διαταραχές οφείλονται σε φυσικά φαινόμενα όπως ο άνεμος.

4.8.1 Έλεγχος με γνωστές διαταραχές
Οι διαταραχές είναι γνωστές και στον ελεγκτή αλλά και στις δυναμικές εξισώσεις του τετρακόπτε-
ρου. Άρα θα πρέπει και οι δυναμικές εξισώσεις του τετρακόπτερου να τροποποιηθούν έτσι ώστε να 
τις περιλαμβάνουν αλλά και οι συναρτήσεις των σημάτων ελέγχου να τροποποιηθούν κατάλληλα 
έτσι ώστε να λαμβάνουν υπόψη και τις διαταραχές. Το σύστημα των μη γραμμικών εξισώσεων του 
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τετρακόπτερου δίνεται από την σχέση (4.44) και η συνάρτηση για το σήμα U  στο οποίο λαμβάνο-
νται υπόψη και οι διαταραχές δίνεται στην σχέση (4.45)

ẋ= ẋ1=x2

ẍ= ẋ2=
−k DTx⋅x2+(sinx7⋅sinx11+cosx 7⋅cosx11⋅sinx9)⋅U 1

m
+H x

ẏ= ẋ3=x4

ÿ= ẋ4=
−k DTy⋅x4+(cosx7⋅sinx11⋅sinx9−cosx11⋅sinx7)⋅U 1

m
+H y

ż=ẋ5=x6

z̈=ẋ6=
−m⋅g−k DTz⋅x6+cosx 7⋅cosx9⋅U 1

m
+H z

φ̇=ẋ7=x8

φ̈=ẋ8=
(I yy−I zz)⋅x10⋅x12+U 2+ I R⋅x10⋅ω̄−k DRφ⋅x8

2

I xx

+H φ

θ̇= ẋ9=x10

θ̈ = ẋ10=
(I zz−I xx)⋅x8⋅x12+U 3−I R⋅x8⋅ω̄−k DRθ⋅x10

2

I yy

+H θ

ψ̇=ẋ11=x12

ψ̈ = ẋ12=
(I xx−I yy)⋅x8⋅x10+U 4−k DRψ⋅x12

2

I zz

+Hψ

(4.44)

U 1=m⋅
−H z+g+ ẍ5

d+(x5
d−x5)⋅(1+a5⋅a6)+( ẋ5

d−x6)⋅(a5+a6)
cos(x7)⋅cos(x9)

+
k DTz⋅x6

cos(x7)⋅cos(x9)

U 2=( I zz−I yy)⋅x10⋅x12+ J r⋅Ω⋅x10+k DRφ⋅x8
2+ I xx⋅[−Hφ+ ẍ7

d+(x7
d−x7)⋅(1+a7⋅a8)]+( ẋ7

d−x8)⋅(a7+a8)

U 3=( I xx−I zz)⋅x8⋅x12−J r⋅Ω⋅x8+k DRθ⋅x10
2 + I yy⋅[−H θ+ ẍ9

d+(x9
d−x9)⋅(1+a9⋅a10)+( ẋ9

d−x10)⋅(a9+a10)]

U 4=( I yy−I xx)⋅x8⋅x10+k DRψ⋅x12
2 + I zz⋅[−H ψ+ ẍ11

d +(x11
d −x11)⋅(1+a11⋅a12)+( ẋ11

d −x12)⋅(a11+a12)]

U 5=m⋅
−H x+ ẍ1

d+(x1
d−x1)⋅(1+a1⋅a2)+( ẋ1

d−x2)⋅(a1+a2)
U 1

+
k DTx⋅x2

U1

U 6=m⋅
−H y+ ẍ3

d+(x3
d−x3)⋅(1+a3⋅a4)+( ẋ3

d−x4)⋅(a3+a4)
U 1

+
k DTy⋅x 4

U 1

(4.45)

Το σχήμα του ελέγχου φαίνεται στο σχήμα 4.6.
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Σχήμα 4.6: Το διάγραμμα ελέγχου κλειστού βρόχου με γνωστές διαταραχές

4.8.2 Έλεγχος με άγνωστες διαταραχές
Ο ελεγκτής απεικονίζεται στο σχήμα 4.7. Οι διαταραχές δεν έχουν ληφθεί υπόψη κατά την σχεδία-
ση του ελεγκτή ενώ εισάγονται στο μοντέλο με αποτέλεσμα το μοντέλο να δίνεται από την σχέση 
(4.44), ενώ το σήμα ελέγχου δίνεται από την σχέση (4.43).

Σχήμα 4.7: Το διάγραμμα ελέγχου κλειστού βρόχου με άγνωστες διαταραχές

ΠΑΔΑ, Τμήμα Η&ΗΜ, Διπλωματική Εργασία, Χαράλαμπος Καζακίδης  58



Μη γραμμικός αυτόματος έλεγχος για μη επανδρωμένα εναέρια οχήματα με τη μέθοδο backstepping

Κεφάλαιο 5  Προσομοιώσεις – Αποτελέσματα

5.1 Εισαγωγικά

Με σκοπό τον έλεγχο της λειτουργικότητας των αλγορίθμων αλλά και για σύγκριση μεταξύ τους 
έγιναν προσομοιώσεις. Η δυναμική συμπεριφορά του τετρακόπτερου περιγράφεται από την εξίσω-
ση (2.97). Οι προσομοιώσεις υλοποιήθηκαν στο περιβάλλον του Matlab. Το δυναμικό μοντέλο επι-
λύθηκε με τον επιλυτή ode45 ο οποίος υλοποιεί έναν αλγόριθμο που ανήκει στις μεθόδους Runge – 
Kutta. Τα δεδομένα για την υλοποίηση του δυναμικού μοντέλου αντλήθηκαν από τις εργασίες [39] 
[44-45] και παρουσιάζονται στον πίνακα 5.1.

Πίνακας 5.1: Σταθερές για το μοντέλο προσομοίωσης

Σύμβολο Περιγραφή της παραμέτρου Τιμή Μονάδες

m Η μάζα του τετρακόπτερου 0.486 kg

l Το μήκος του βραχίονα 0.25 m

g Επιτάχυνση της βαρύτητας 9.81 m/s2

kF Συντελεστής ώθησης 2.9842·10-5 N·s2

kM Συντελεστής οπισθέλκουσας του έλικα 3.2320·10-7 N·m·s2

kDRφ Συντελεστής οπισθέλκουσας από περιστροφή 5.5670·10-4 N·m·s2

kDRθ Συντελεστής οπισθέλκουσας από περιστροφή 5.5670·10-4 N·m·s2

kDRψ Συντελεστής οπισθέλκουσας από περιστροφή 6.3540·10-4 N·m·s2

kDTx Συντελεστής οπισθέλκουσας από ολίσθηση 5.5670·10-4 N·s/m

kDTy Συντελεστής οπισθέλκουσας από ολίσθηση 5.5670·10-4 N·s/m

kDTz Συντελεστής οπισθέλκουσας από ολίσθηση 6.3540·10-4 N·s/m

ΙXX Ροπή αδράνειας του τετρακόπτερου ως προς τον άξονα Obxb 3.8278·10-3 kg·m2

ΙYY Ροπή αδράνειας του τετρακόπτερου ως προς τον άξονα Obyb 3.8278·10-3 kg·m2

ΙZZ Ροπή αδράνειας του τετρακόπτερου ως προς τον άξονα Obzb 7.6566·10-3 kg·m2

ΙR  Ροπή αδράνειας του έλικα ως προς τον άξονά του 2.8385·10-5 kg·m2

kt Συντελεστής αναλογίας δύναμης ροπής του έλικα 0.010830 m

kq Σταθερά ροπής του κινητήρα 0.0018 N·m/Α

ke Σταθερά στροφών του κινητήρα 21.632·10-3 V·s/rad

ρa Πυκνότητα του αέρα 1.1 kg/m3

Α Επιφάνεια του δίσκου των ελίκων 0.07069 m2

f Συντελεστής ποιότητας του έλικα 0.5 -

η Απόδοση του κινητήρα 0.64 -
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5.1.1 Περιγραφή της πειραματικής διαδικασίας
Η πρώτη προσομοίωση αφορά τον έλεγχο του τετρακόπτερο με ελεγκτή PID. Αυτό που ελέγχεται 
είναι η στάση και το ύψος του τετρακόπτερου. Υλοποιήθηκαν συνολικά τέσσερις ελεγκτές, μία για 
κάθε ελεγχόμενη παράμετρο. Οι παράμετροι των ελεγκτών προσδιορίστηκαν με την μέθοδο DE. 
Στην συνέχεια παρουσιάζεται η προσομοίωση του ελέγχου του τετρακόπτερο με τον ελεγκτή LQR 
και τέλος παρουσιάζονται οι προσομοιώσεις που αφορούν τη μέθοδο backstepping.

5.2 Προσομοιώσεις για τον ελεγκτή PID

5.2.1 Επιθυμητές μεταβλητές φ , θ , ψ  και z

Στο κεφάλαιο 3 η εξίσωση (3.3) περιγράφει τον αλγόριθμο του ελεγκτή PID. Οι επιθυμητές μετα-
βλητές στο σύστημα είναι οι τρεις γωνίες φ, θ και ψ οι οποίες περιγράφουν την στάση του τετρα-
κόπτερου καθώς και το ύψος z. Με αυτά τα δεδομένα ο αλγόριθμος προσδιορίζει το διάνυσμα ει-
σόδου  U  στο δυναμικό μοντέλο του τετρακόπτερου. Για τον προσδιορισμό του διανύσματος  U 
χρησιμοποιήθηκαν μόνο τα γραμμικά κομμάτια από τις δυναμικές εξισώσεις του τετρακόπτερου. 
Οι εξισώσεις που χρησιμοποιήθηκαν φαίνονται στην σχέση (5.1) 

ẍ E =
U x⋅U 1

m

ÿ E =
U y⋅U 1

m

z̈ E =
−m⋅g+U h⋅U1

m

φ̈ =
U 2

I xx

θ̈ =
U 3

I yy

ψ̈ =
U 4

I zz

(5.1)

Υλοποιήθηκαν συνολικά τέσσερις ελεγκτές PID, ένας για την γωνία φ, ένας για την γωνία θ, ένας 
για την γωνία ψ και ένας για το ύψος z, όπως φαίνεται στο σχήμα 5.1 Οι PID ελεγκτές προσδιορί-
ζουν το διάνυσμα ελέγχου από τα διανύσματα της επιθυμητής στάσης και της κατάστασης του τε-
τρακόπτερου U . Με το διάνυσμα U  γνωστό, επιλύεται το μοντέλο και προσδιορίζεται η νέα θέση 
του τετρακόπτερου. Ο προσδιορισμός των δεκαέξι παραμέτρων του ελεγκτή έγινε σε δύο φάσεις. 
Στην πρώτη έγινε αυτόματος προσδιορισμός των παραμέτρων χρησιμοποιώντας την μεταευρετική 
μέθοδο DE. Στην δεύτερη φάση και με αφετηρία τις τιμές από την πρώτη φάση έγινε χειροκίνητη 
ρύθμιση. Ο πίνακας 5.2 περιέχει τις παραμέτρους του ελεγκτή. Τα αποτελέσματα της προσομοίω-
σης φαίνονται στο σχήμα 5.2
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Σχήμα 5.1: Σχήμα ελέγχου με PID ελεγκτές

Πίνακας 5.2: Παράμετροι των τεσσάρων ελεγκτών

Ελεγκτής
Αναλογικός 

kP

Ολοκληρωτικός 
kI

Διαφορικός 
kD

Φίλτρο 
N

Ελεγκτής z 0.00102 1.28321 0.14712 0.00769

Ελεγκτής φ 0.00114 14.59199 8.81964 0.05557

Ελεγκτής θ 0.00125 22.42609 3.74881 0.28634

Ελεγκτής ψ 0.00080 4.71969 2.43844 0.01040

Σχήμα 5.2: Αποτελέσματα της προσομοίωσης του τετρακόπτερου με PID ελεγκτή

Στο σχήμα 5.2 φαίνονται οι επιθυμητές τιμές για τις μεταβλητές z, φ, θ και ψ (μαύρη γραμμή) και 
τα αποτελέσματα της προσομοίωσης με πορφυρή γραμμή. Οι μεταβλητές  x,  y είναι αποτέλεσμα 
των στροφών που επιβάλλονται με τις επιθυμητές τιμές.
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Η θέση στους άξονες x, y στην οποία βρίσκεται το τετρακόπτερου κάθε στιγμή, δεν είναι από επι-
λογή αλλά μόνο ως αποτέλεσμα της επιλογής και επιβολής των γωνιών φ, θ και ψ. Από τις προσο-
μοιώσεις φαίνεται καθαρά η σχέση μεταξύ των γωνιών φ και θ με τις θέσεις στους άξονες x και y. 
Μια άλλη παρατήρηση έχει σχέση με την κίνηση στους άξονες x και y χωρίς διέγερση, δηλαδή οι 
γωνίες φ και θ έχουν μηδενιστεί. Αυτό συμβαίνει διότι το τετρακόπτερο έχει ορμή και δεν ακινητο-
ποιείται πριν η ενέργειά του μηδενιστεί.
Η προσομοίωση αξιολογήθηκε με τον δείκτη  RMSE στην περίπτωση αυτή ο δείκτης αυτός είναι 
RMSE 1.1923.

5.3 Προσομοιώσεις για τον ελεγκτή LQR

Στην συνέχεια παρουσιάζεται η προσομοίωση με τον LQR. Ο LQR υλοποιεί ελεγκτή πηγαίας τρο-
χιάς. Η επιθυμητή τροχιά δίνεται από την σχέση (5.2), η τροχιά αυτή υλοποιεί μία έλικα.

x=sin(2⋅π⋅0.4⋅t)
y=cos (2⋅π⋅0.4⋅t)

z= 8
10
⋅t

ψ=π
6

(5.2)

Προϋπόθεση για να εφαρμοστεί ο αλγόριθμος LQR είναι η γραμμικοποίηση του συστήματος γύρω 
από μια θέση ισορροπίας. Το σύστημα γραμμικοποιείται με βάση την διαδικασία της παραγράφου 
3.2.1. Η συνάρτηση ελέγχου του LQR δίνεται από την σχέση (3.6) και το γραμμικοποιημένο σύ-
στημα περιγράφεται από την εξίσωση (3.5).

Στην ενότητα 3.2.1 προσδιορίστηκαν οι πίνακες A , B , C  και D . Απομένει να προσδιοριστεί και ο 
πίνακας Κ  της σχέσης (3.6). Ο πίνακας αυτός μπορεί πολύ εύκολα να προσδιοριστεί μέσω του Mat-
lab χρησιμοποιώντας την εντολή:

[ K ,  P ,  E  ] = lqr( A ,  B ,  Q ,  R  )
Οι πίνακες Α , Β  οι οποίοι είναι δύο ορίσματα της εντολής lqr, προσδιορίζονται από το ίδιο το σύ-
στημα μέσω των σταθερών του. Οι πίνακες Q  και R  επιλέχθηκαν μετά από δοκιμές, οι επιλεγμένες 
τιμές φαίνονται στον πίνακα 5.3.

Πίνακας 5.3: Τιμές των διαγωνίων στοιχείων των πινάκων Q και R

Q 100 0.01 100 0.01 500 0.01 1 0.01 1 0.01 100 0.01

R 0.1 0.1 0.1 1 1

Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης φαίνονται στα σχήματα 5.3 και 5.4.
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Σχήμα 5.3: Απόκριση του τετρακόπτερου με LQR ελεγκτή και Ts=10ms

Σχήμα 5.4: Τρισδιάστατη απεικόνιση της τροχιάς

Πίνακας 5.4: Επίδοση του ελεγκτή LQR

Ελεγκτής
Περίοδος Δειγματοληψίας

Ts [s]
RMSE

LQR 0.010 0.88547

Από τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων φαίνεται ότι ο ελεγκτής LQR αποκρίνεται αρκετά καλά 
στην παρακολούθηση πηγαίας τροχιάς. Στη διάρκεια των δοκιμών - προσομοιώσεων φάνηκε ότι 
όταν η περίοδος δειγματοληψίας αυξηθεί τότε ο ελεγκτής δεν λειτουργεί όπως είναι επιθυμητό με 
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αποτέλεσμα την πτώση του τετρακόπτερου. Από τις δοκιμές φάνηκε ότι το όριο της περιόδου της 
δειγματοληψίας για την συγκεκριμένη εφαρμογή είναι περίπου τα 20ms. Αυτό είναι κάτι αναμε-
νόμενο γιατί ο ελεγκτής βασίστηκε σε ένα γραμμικοποιημένο μοντέλο. Το μοντέλο παύει να είναι 
έγκυρο εάν απομακρυνθεί πολύ από την θέση ισορροπίας. Η παρατήρηση αυτή μας οδηγεί στο συ-
μπέρασμα ότι η υπολογιστική μονάδα θα πρέπει να είναι ικανή να ολοκληρώνει τους υπολογισμούς 
μέσα στο χρονικό περιθώριο της περιόδου δειγματοληψίας. Όταν πρόκειται για πραγματικό τετρα-
κόπτερο και όχι προσομοίωση ο παραπάνω περιορισμός είναι πολύ σημαντικός. Θα πρέπει να χρη-
σιμοποιούνται  μικροϋπολογιστές  οι οποίοι διαθέτουν την απαραίτητη υπολογιστική ισχύ για να 
ανταπεξέλθουν στις απαιτήσεις του προβλήματος. Επιπλέον οι μονάδες αναλογικού σήματος σε 
ψηφιακό σήμα θα πρέπει να είναι αντίστοιχα γρήγορες, τα παραπάνω επιβαρύνουν το κόστος της 
κατασκευής ενός τετρακόπτερου. 

5.4 Ελεγκτής Backstepping

Στην συνέχεια εξετάζεται η αποτελεσματικότητα της μεθόδου backstepping όσον αφορά την παρα-
κολούθηση πηγαίας τροχιάς. Ο ελεγκτής υλοποιήθηκε για να παρακολουθεί την τροχιά η οποία πε-
ριγράφεται από την σχέση (5.3). Η συνάρτηση ελέγχου U  για τον έλεγχο του τετρακόπτερου δίνε-
ται από την σχέση (4.43). Οι άγνωστες ποσότητες σε αυτή την εξίσωση είναι οι συντελεστές α1 – 
α12. Οι συντελεστές και σε αυτή την περίπτωση προσδιορίστηκαν χρησιμοποιώντας την DE. 

x=sin(2⋅π⋅0.4⋅t)
y=cos (2⋅π⋅0.4⋅t)

z= 8
10
⋅t ψ=π

6

(5.3)

5.4.1 Ελεγκτής Backstepping χωρίς διαταραχές, Β1
Μια υλοποίηση της μεθόδου όπου ο ελεγκτής παρακολουθεί την τροχιά της (5.3) σε ένα σενάριο 
απλό χωρίς διαταραχές. Οι συντελεστές του ελεγκτή όπως προσδιορίστηκαν από την DE φαίνονται 
στον πίνακα 5.5. Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης φαίνονται στα σχήματα 5.5 και 5.6.

Πίνακας 5.5: Συντελεστές του ελεγκτή Backstepping Β1

Ελεγκτές Συντελεστές ελεγκτών α1 Συντελεστές ελεγκτών α2 

U1 7.41947 2.01079

U2 1.45307 1.28077

U3 7.36756 4.43306

U4 5.62885 2.82049

U5 3.43274 2.13510

U6 5.80894 4.57996

Πίνακας 5.6: Επίδοση του ελεγκτή Backstepping B1

Ελεγκτής
Περίοδος Δειγματοληψίας

Ts [s]
RMSE

B1 0.010 0.12048

ΠΑΔΑ, Τμήμα Η&ΗΜ, Διπλωματική Εργασία, Χαράλαμπος Καζακίδης  64



Μη γραμμικός αυτόματος έλεγχος για μη επανδρωμένα εναέρια οχήματα με τη μέθοδο backstepping

Σχήμα 5.5: Απόκριση της θέσης και της στάσης του τετρακόπτερου για τον ελεγκτή B1a

Σχήμα 5.6: Τρισδιάστατη απεικόνιση της θέσης του τετρακόπτερου για τον ελεγκτή Β1a

Από τις προσομοιώσεις φαίνεται ότι η μέθοδος  backstepping δίνει πολύ καλά αποτελέσματα. Συ-
γκρίνοντας  την με  τον  LQR  φαίνεται  ότι  οι  επιδόσεις  της  είναι  καλύτερες.  Εκτελέστηκαν δύο 
ακόμη πειράματα με την μέθοδο  backstepping με παράμετρο τον χρόνο δειγματοληψίας Ts. Το 
πρώτο πείραμα με χρόνο δειγματοληψίας τα 20ms, ενώ το άλλο τα 40ms. Τα αποτελέσματα φαίνο-
νται στα σχήματα 5.7 - 5.10. 
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Σχήμα 5.7: Ελεγκτής Β1b με χρόνο δειγματοληψίας 20ms

Σχήμα 5.8: Ελεγκτής Β1b με χρόνο δειγματοληψίας 20ms 
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Σχήμα 5.9: Ελεγκτής Β1c με χρόνο δειγματοληψίας 40ms

Σχήμα 5.10: Ελεγκτής Β1c με χρόνο δειγματοληψίας 40ms

Στον πίνακα 5.7 φαίνονται οι ελεγκτές LQR και backstepping για σύγκριση.

Πίνακας 5.7: Συνοπτικός πίνακας επιδόσεων
 για τους ελεγκτές LQR και Β1

Ελεγκτής
Περίοδος 

δειγματοληψίας [ms]
RMSE

LQR 10 0.88547

B1a 10 0.12048

B1b 20 0.11496

B1c 40 0.11881

Από τον πίνακα 5.7 φαίνεται ότι η μέθοδος backstepping δίνει ελεγκτές με καλύτερες επιδόσεις από 
την μέθοδο LQR.
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5.4.2 Backstepping με διαταραχές
Στη συνέχεια υλοποιήθηκαν ελεγκτές για να αντιμετωπίσουν περιβάλλον με διαταραχές. Ο καθένας 
από αυτούς σχεδιάστηκε να αντιμετωπίσει διαφορετικού τύπου διαταραχές. Ο πρώτος τύπος σχε-
διάστηκε για να αντιμετωπίσει μικρές σχετικά διαταραχές αλλά για μεγάλο χρονικό διάστημα ενώ ο 
δεύτερος σχεδιάστηκε για να αντιμετωπίσει μεγάλες και ταυτόχρονα απότομες διαταραχές.

5.4.2.1 Ελεγκτής Backstepping για μικρές διαταραχές γνωστές στον ελεγκτή, Β2a
 Οι διαταραχές είναι γνωστές στον ελεγκτή δηλαδή έχουν ληφθεί υπόψη κατά τη φάση της σχεδία-
σης. Η επιθυμητή τροχιά δίνεται από την σχέση (5.3) ενώ οι διαταραχές φαίνονται στα σχήματα 
5.11 και 5.12. Οι διαταραχές αυτές αντιπροσωπεύουν τον άνεμο.

Σχήμα 5.11: Δυνάμεις από μικρές, γνωστές διαταραχές Β2a

Σχήμα 5.12: Ροπές από μικρές, γνωστές διαταραχές Β2a

Πίνακας 5.8: Συντελεστές του ελεγκτή Backstepping Β2a
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Ελεγκτές Συντελεστές ελεγκτών α1 Συντελεστές ελεγκτών α2 

U1 13.25913 2.03526

U2 1.259265 2.01819

U3 1.26856 0.88240

U4 20.04510 0.53510

U5 1.45094 4.38111

U6 2.05429 4.53137

Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης φαίνονται στα σχήματα 5.13 και 5.14.

Σχήμα 5.13: Θέση και στάση για μικρές, γνωστές διαταραχές Β2a

Σχήμα 5.14: Τρισδιάστατη απεικόνιση της θέσης για μικρές, γνωστές διαταραχές Β2a

Πίνακας 5.9: Επίδοση του ελεγκτή Backstepping B2a
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Ελεγκτής
Περίοδος Δειγματοληψίας

Ts [s]
RMSE

B2a 0.020 0.11757

5.4.2.2 Ελεγκτής Backstepping για μικρές διαταραχές γνωστές στον ελεγκτή, Β2b
Ο ελεγκτής αυτός σχεδιάστηκε για να παρακολουθήσει την τροχιά που δίνεται από την σχέση 5.4 
επιπλέον καλείται να αντιμετωπίσει τις διαταραχές οι οποίες φαίνονται στα σχήματα 5.15 και 5.16. 
Οι συντελεστές του ελεγκτή δίνονται στον πίνακα 5.10.

Σχήμα 5.15: Δυνάμεις από μικρές, γνωστές διαταραχές Β2b

Σχήμα 5.16: Ροπές από μικρές, γνωστές διαταραχές Β2b

Οι διαταραχές οι οποίες φαίνονται στα σχήματα  5.11 και 5.12 δεν είναι όμοιες με τις διαταραχές 
που δίνονται από τα σχήματα 5.15 και 5.16 όπως φαίνεται και από τις χρονικές κλίμακες των σχη-
μάτων.
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Πίνακας 5.10: Συντελεστές για τον ελεγκτή Β2b

Ελεγκτές Συντελεστές ελεγκτών α1 Συντελεστές ελεγκτών α2 

U1 1.88184 0.34359

U2 0.55504 0.25610

U3 0.16465 0.10878

U4 2.47040 0.04858

U5 0.10606 0.30531

U6 0.17240 0.37424

xset=[
5
t

0 ≤ t < 7

t−2 7≤ t < 27

25 27 ≤ t < 32

−t+57 32 ≤ t < 52

5 52 ≤ t < 57

t−52 57 ≤ t < 77

25 77 ≤ t < 82

−t+107 82 ≤ t < 102

5 102 ≤ t < 107

t−102 107 ≤ t < 127

25 127 ≤ t < 132

−t+157 132 ≤ t < 155

] yset=[
5 0 ≤ t < 27

t−22 27 ≤ t < 32

10 32 ≤ t < 52

t−42 52 ≤ t < 57

15 57≤ t < 77

t−52 77 ≤ t < 82

20 82 ≤ t < 102

t−82 102 ≤ t < 107

25 107 ≤ t < 127

t−102 127 ≤ t < 132

30 132 ≤ t < 155

]
z set=0.5 0 ≤ t < 155 ψ set=0.1 0 ≤ t < 155

(5.4)

Ο ελεγκτής αυτός ελέγχει το τετρακόπτερο σε περιβάλλον με συνεχόμενες διαταραχές. Τα αποτε-
λέσματα των προσομοιώσεων φαίνονται στα σχήματα (5.17) και (5.18).
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Σχήμα 5.17: Θέση και στάση για μικρές, γνωστές διαταραχές Β2b

Σχήμα 5.18: Τρισδιάστατη απεικόνιση της θέσης για μικρές, γνωστές διαταραχές Β2b

Στον πίνακα 5.11 φαίνονται οι επιδόσεις του ελεγκτή Β2b.

Πίνακας 5.11: Επίδοση του ελεγκτή Β2b

Ελεγκτής
Περίοδος Δειγματοληψίας

Ts [s]
RMSE

B2b 0.020 0.57388
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5.4.2.3 Ελεγκτής Backstepping για μικρές διαταραχές άγνωστες στον ελεγκτή Β3a 
Στην συνέχεια υλοποιήθηκε ελεγκτής για τον οποίο κατά τη φάση της σχεδίασης δεν λήφθηκαν 
υπόψη οι διαταραχές. Η επιθυμητή τροχιά δίνεται από την σχέση 5.3, ενώ το τετρακόπτερο θα υπο-
βληθεί στις διαταραχές οι οποίες περιγράφονται στην ενότητα 5.4.2.1 στα σχήματα 5.11 και 5.12. 
Οι συντελεστές του ελεγκτή φαίνονται στον πίνακα 5.12.

Πίνακας 5.12: Συντελεστές για τον ελεγκτή Β3a

Ελεγκτές Συντελεστές ελεγκτών α1 Συντελεστές ελεγκτών α2 

U1 13.84045 0.68851

U2 5.46634 4.38144

U3 2.20006 0.61381

U4 43.26445 0.666263

U5 1.84685 4.89312

U6 3.39165 5.95831

Τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων φαίνονται στα σχήματα 5.19 - 5.20.

Σχήμα 5.19: Θέση και στάση για μικρές, γνωστές διαταραχές Β3a
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Σχήμα 5.20: Τρισδιάστατη απεικόνιση της θέσης για μικρές, γνωστές διαταραχές Β3a

5.4.2.4 Ελεγκτής Backstepping για μικρές διαταραχές άγνωστες στον ελεγκτή Β3b 
Στην συνέχεια υλοποιήθηκε ελεγκτής για τον οποίο κατά τη φάση της σχεδίασης δεν λήφθηκαν 
υπόψη οι διαταραχές. Η επιθυμητή τροχιά περιγράφεται από την σχέση 5.4, ενώ το τετρακόπτερο 
θα υποβληθεί στις διαταραχές που φαίνονται στην ενότητα 5.4.2.2 στα σχήματα 5.15 και 5.16. Οι 
συντελεστές του ελεγκτή φαίνονται στον πίνακα 5.13.

Πίνακας 5.13: Συντελεστές για τον ελεγκτή Β3b

Ελεγκτές Συντελεστές ελεγκτών α1 Συντελεστές ελεγκτών α2 

U1 11.15421 2.25558

U2 1.95576 1.42359

U3 0.53224 3.24757

U4 6.66860 12.0620

U5 0.21600 0.42921

U6 0.41759 0.25253

Τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων φαίνονται στα σχήματα 5.21 και 5.22.
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Σχήμα 5.21: Θέση και στάση για μικρές, γνωστές διαταραχές Β3b

Σχήμα 5.22: Τρισδιάστατη απεικόνιση της θέσης για μικρές, γνωστές διαταραχές Β3b

Στον πίνακα 5.14 φαίνεται η επίδοση του ελεγκτή.

Πίνακας 5.14: Επίδοση του ελεγκτή Β3

Ελεγκτής
Περίοδος Δειγματοληψίας

Ts [s]
RMSE

Β3a 0.020 0.24476

B3b 0.020 0.95094

5.4.2.5 Ελεγκτής Backstepping για μεγάλες διαταραχές γνωστές στον ελεγκτή, Β4
Ο ελεγκτής αυτός σχεδιάστηκε για να αντιμετωπίσει διαταραχές οι οποίες φαίνονται στα σχήματα
5.23 και 5.24. Στην περίπτωση αυτή είναι επιθυμητή η μετάβαση από αρχικό σημείο σε τελικό και 
όχι η παρακολούθηση πηγαίας τροχιάς, τα σημεία είναι όπως παρακάτω:
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• Αρχικό σημείο [0.1, 0.1, 0.1]
• Τελικό σημείο [3, 2, 1]

Οι συντελεστές για τον ελεγκτή Β4 δίνονται στον πίνακα 5.15.

Σχήμα 5.23: Δυνάμεις από μεγάλες, γνωστές διαταραχές Β4

Σχήμα 5.24: Ροπές από μεγάλες, γνωστές διαταραχές Β4
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Πίνακας 5.15: Συντελεστές για τον ελεγκτή Β4

Ελεγκτές Συντελεστές ελεγκτών α1 Συντελεστές ελεγκτών α2 

U1 0.31314 0.39443

U2 0.000008 0.02177

U3 0.00602 0.00672

U4 2.98082 0.00013

U5 0.00039 0.62342

U6 0.02040 6.67466

Τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων φαίνονται στα σχήματα 5.25 - 5.26.

Σχήμα 5.25: Θέση και στάση για μεγάλες, γνωστές διαταραχές Β4

Σχήμα 5.26:Τρισδιάστατη απεικόνιση της θέσης για μεγάλες, γνωστές διαταραχές Β4

Στον πίνακα 5.16 φαίνονται οι επιδόσεις του ελεγκτή Β4.
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Πίνακας 5.16: Επίδοση του ελεγκτή Β4

Ελεγκτής
Περίοδος Δειγματοληψίας

Ts [s]
RMSE

B4 0.020 1.7688

Δεν ήταν δυνατό να προσδιοριστούν οι συντελεστές της μεθόδου για μεγάλες και άγνωστες στον 
ελεγκτή.

5.4.3 Σχολιασμός των αποτελεσμάτων
Φαίνεται ότι η μέθοδος backstepping είναι μία μέθοδος μέσω της οποίας είναι δυνατό να υλοποιή-
σουμε ελεγκτές οι οποίοι έχουν τη δυνατότητα να ελέγξουν αρκετά καλά το σύστημα του τετρα-
κόπτερου.  Οι ελεγκτές αξιολογήθηκαν με τον δείκτη RMSE, ο δείκτης αυτός για την μέθοδο back-
stepping είναι  RMSE 0.12048,  ενώ για τον ελεγκτή  LQR  είναι  RMSE  0.88547,  ο ελεγκτής που 
υλοποιήθηκε με την μέθοδο  backstepping είναι επτά περίπου φορές καλύτερος από τον ελεγκτή 
LQR. Από τις προσομοιώσεις φαίνεται ότι σε περίπου ένα δευτερόλεπτο ο ελεγκτής backstepping 
παρακολουθεί πολύ καλά την επιθυμητή τροχιά.
Υπό συνθήκες μικρών διαταραχών, οι οποίες είναι γνωστές στον ελεγκτή, το σύστημα του τετρα-
κόπτερου φαίνεται ότι ελέγχεται αρκετά καλά με την μέθοδο  backstepping,  ο δείκτης RMSE για 
την τροχιά αυτή είναι 0.17755. Όταν οι διαταραχές είναι άγνωστες στον ελεγκτή το τετρακόπτερο 
διατηρεί την ικανότητα πτήσης με καλά αποτελέσματα και ο δείκτης RMSE είναι 0.15073. Όταν οι 
διαταραχές εμφανίζονται απότομα, παίρνουν μεγάλα πλάτη και είναι γνωστές στον ελεγκτή τότε το 
τετρακόπτερο φαίνεται να μην ελέγχεται καλά, ο δείκτης RMSE για αυτό το σενάριο είναι 1.7688, 
παρόλα αυτά το τετρακόπτερο συνεχίζει την πτήση χωρίς να υπάρχει απώλεια στήριξης και πτώση 
του τετρακόπτερου.
Συγκρίνοντας τον ελεγκτή της μεθόδου backstepping με τον ελεγκτή  LQR φαίνεται ότι ο πρώτος 
όσον αφορά την παρακολούθηση πηγαίας  τροχιάς ανταποκρίνεται  πολύ καλύτερα.  Επιπλέον οι 
προσομοιώσεις δείξανε πως με τη μέθοδο backstepping  είναι δυνατόν να διπλασιαστεί ο χρόνος 
δειγματοληψίας χωρίς ουσιαστική επίπτωση στην πτήση σε αντίθεση με τον ελεγκτή LQR όπου το 
τετρακόπτερο παύει να πετάει λόγω απώλειας στήριξης.
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Κεφάλαιο 6 Συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία μελετήθηκε ο έλεγχος μη επανδρωμένων εναέριων οχημάτων με τη χρήση 
μη γραμμικών μεθόδων ελέγχου. Συγκεκριμένα μελετήθηκε ο έλεγχος του τετρακόπτερου εφαρ-
μόζοντας τη μέθοδο backstepping. Η μέθοδος backstepping βασίζεται στο θεώρημα Lyapunov για 
την ευστάθεια των συστημάτων. Η μελέτη έδειξε ότι με την μέθοδο backstepping είναι δυνατό να 
υλοποιηθούν ελεγκτές οι οποίοι ελέγχουν αρκετά καλά το σύστημα του τετρακόπτερου όσον αφορά 
την παρακολούθηση πηγαίας τροχίας. Τελικός στόχος της εργασίας ήταν η υλοποίηση ελεγκτή με 
τη μέθοδο backstepping ο οποίος ελέγχει το σύστημα του τετρακόπτερου σε περιβάλλον με διατα-
ραχές. Ο στόχος υλοποιήθηκε με επιτυχία όπως φαίνεται από τα γραφήματα του κεφαλαίου 5, για 
πτήση σε περιβάλλον όπου το τετρακόπτερο υπόκειται σε διαταραχές συνεχείς και μικρού πλάτους 
για δύο διαφορετικές τροχιές. Το σύστημα του τετρακόπτερου ελέγχεται καλά είτε οι διαταραχές 
είναι γνωστές στον ελεγκτή είτε είναι άγνωστες στον ελεγκτή. Σε αντίθεση με τα προηγούμενα, 
όταν το σύστημα του τετρακόπτερου εκτελεί πτήση κάτω από συνθήκες απότομων και μεγάλου 
πλάτους διαταραχών τότε παρατηρείται πως το σύστημα του τετρακόπτερου δεν ελέγχεται ικανο-
ποιητικά. Παρόλο που ο έλεγχος δεν είναι ικανοποιητικός για συνθήκες απότομων και μεγάλου 
πλάτους διαταραχών, δεν υφίσταται απώλεια στήριξης του τετρακόπτερου και η πτήση συνεχίζει 
κανονικά.  Όσον αφορά πτήση του τετρακόπτερου  κάτω από συνθήκες  απότομων και  μεγάλου 
πλάτους διαταραχών θα πρέπει να μελετηθούν και άλλες μέθοδοι για τον έλεγχο του τετρακόπτε-
ρου.
Για λόγους σύγκρισης,  παράλληλα με την προτεινόμενη μέθοδο μελετήθηκαν και οι γραμμικές 
μέθοδοι PID και LQR με τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων να υποδεικνύουν την ανωτερότητα 
της μεθόδου backstepping.
Συμπερασματικά από τις προσομοιώσεις φαίνεται ότι η μέθοδος backstepping προσφέρει μεγαλύτε-
ρο έλεγχο και ευστάθεια στο τετρακόπτερο.
Ως μελλοντική κατεύθυνση έρευνας, προτείνεται κατ' αρχήν η προσαρμογή των ελεγκτών σε πραγ-
ματικό τετρακόπτερο σε ανοιχτό χώρο, έτσι ώστε να διαπιστωθεί η σχεδιαστική επάρκεια της με-
θόδου backstepping. Επιπλέον της μεθόδου backstepping προτείνεται επίσης η χρήση και άλλων μη 
γραμμικών μεθόδων ελέγχου όπως οι μέθοδοι MPC και SMC. Τέλος μια ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα 
κατεύθυνση είναι η η ενσωμάτωση μοντέλων νευρωνικών δικτύων στον ελεγκτή backstepping, με 
σκοπό την απόρριψη άγνωστων διαταραχών.
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