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Περίληψη

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, αναλύονται οι τρόποι υπολογισµού µερικών γνω-
στών αριθµητικών συναρτήσεων, καθώς και η προσέγγισή τους στο άπειρο. Με τους
τρόπους αυτούς, ϑα επιλύσουµε µια πληθώρα προβληµάτων στην αναλυτική ϑεωρία
των αριθµών, καθώς και την µελέτη συµπεριφοράς τους στο άπειρο. Στη συνέχεια, ϑα
παραθέσουµε διάφορες συναρτήσεις σε MATLAB µε σκοπό την οπτικοποίηση και την
αριθµητική ακρίβεια των αποτελεσµάτων.

Λέξεις-κλειδιά: Θεωρία των αριθµών, µιγαδική ανάλυση, ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολο-
ίπων, πραγµατική ανάλυση, ολοκληρώµατα, αριθµητικές συναρτήσεις, σειρές, µετασχηµατι-
σµοί, πρώτοι αριθµοί.



Abstract

In this thesis, we are going to analyse with various techniques some of the most
known arithmetic functions in analytic number theory. We are going also observe
how these functions behave at infinity. After doing that, we are going to apply those
results as a suggestion to solve some of the problems in analytic number theory.
This report will be provided with some MATLAB functions and their corresponding
graphs, as a tool to visualise and verify arithmetically our results.

Keywords: Number theory, complex analysis, residue theorem, real analysis, integrals,
number functions, series, transforms, prime numbers.



Ευχαριστίες

Στον καθηγητή Π. Παπαδόπουλο και σε όσους µε ϐοήθησαν για την περάτωση αυτής
της εργασίας.



Ασυµπτωτική συµπεριφορά
γνωστών αριθµητικών συναρτήσεων µε εφαρµογές

στην ϑεωρία των αριθµών

Αθανασίου Γεώργιος
ene47186@uniwa.gr

mailto:ene47186@uniwa.gr


Περιεχόµενα

1 Προαπαιτούµενες Γνώσεις 3
1.1 Μετασχηµατισµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1 Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.2 Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 Mellin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.4 Ζήτα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Σειρές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.1 Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.2 Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.3 Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Μιγαδικές Μεταβλητές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.1 Μιγαδικές Συναρτήσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4 Ασυµπτωτική Συµπεριφορά . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.5 Θεωρία Μέτρου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.5.1 Ολοκληρώµατα Riemann-Stieltjes . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.5.2 Παραδείγµατα µέτρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.5.3 Ιδιότητες χαρακτηριστικών συναρτήσεων . . . . . . . . . . . . . . 28

1.6 Τεχνικές ΄Αθροισης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.6.1 Μέθοδος µερικής άθροισης του Abel . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.6.2 Αριθµοί και πολυώνυµα Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.6.3 Φόρµουλα άθροισης των Euler-Maclaurin . . . . . . . . . . . . . 31

1.7 Θεώρηµα Πρώτων Αριθµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Τεχνικές Αντιστροφής Σειρών Dirichlet 33
2.1 ΄Ηδη Υπάρχουσες Τεχνικές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2 Τεχνικές αντιστροφής µε ολοκληρώµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.1 Αντιστροφή µέσω κατασκευής πυρήνων . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.2 Με σύµµορφη απεικόνιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3 Μετατροπή σειρών Dirichlet σε άλλες σειρές . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.1 Αντιστροφή των παραπάνω σειρών . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4 Προσεγγίσεις Στο ΄Απειρο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.5 Εφαρµογές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Πρώτοι Αριθµοί 46
3.1 Προβλήµατα Πρώτων Αριθµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.1 Συνάρτηση-δείκτης πρώτων αριθµών . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.1.2 Συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών . . . . . . . . . . . 48

1



3.1.3 Συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών που
υπακούν στην υπόθεση Goldbach . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1.4 Συνάρτηση µέτρησης πολλαπλοτήτων πρώτων αριθµών . . . . . . 50
3.1.5 Συνάρτηση κενών µεταξύ πρώτων αριθµών . . . . . . . . . . . . . 50

3.2 Προσεγγίσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2.1 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης von Mangoldt . . . . . 51
3.2.2 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων

αριθµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2.3 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων

αριθµών που υπακούν στην υπόθεση Goldbach . . . . . . . . . . 52
3.2.4 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης µέτρησης πολλαπλοτήτων

πρώτων αριθµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.2.5 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης κενών µεταξύ πρώτων

αριθµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Αʹ Προγράµµατα σε MATLAB 54

Βʹ Συµπεράσµατα και παρατηρήσεις 69

Σηµειογραφία 70

Βιβλιογραφία 73



Κεφάλαιο 1

Προαπαιτούµενες Γνώσεις

1.1 Μετασχηµατισµοί

Οι µετασχηµατισµοί µε ολοκληρώµατα έχουν χρησιµοποιηθεί µε επιτυχία τους τελευ-
ταίους δύο αιώνες. Οι µετασχηµατισµοί έχουν λύσει µια πληθώρα προβληµάτων στα
εφαρµοσµένα µαθηµατικά και σε κλάδους της ϑετικής επιστήµης, οι οποίοι έχουν ως
κύρια ασχολία τις διαφορικές εξισώσεις. Οι πρωτοπόροι που ασχολήθηκαν µε τους
µετασχηµατισµούς µε ολοκληρώµατα, είναι ο P.S. Laplace (1749-1827) και ο Joseph
Fourier (1768-1830) µε τους αντίστοιχους µετασχηµατισµούς που πήραν και τα ονόµα-
τά τους. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί, µας παρέχουν λύσεις στις διαφορικές και ολοκλη-
ϱωτικές εξισώσεις. Σε αυτήν την ενότητα, ϑα δώσουµε µερικούς ορισµούς, καθώς και
µερικές εξισώσεις που ϑα µας χρειαστούν στις παρακάτω ενότητες. Για περαιτέρω α-
νάγνωση και µελέτη επάνω στους µετασχηµατισµούς, σας παραπέµπουµε στα ϐιβλία
[9] και [8]. Κατά κύρια έννοια, οι ολοκληρωτικοί µετασχηµατισµοί έχουν την ακόλουθη
γενική µορφή:

I {f (x)} = F (k) =
∫ b

a
K(x, k)f (x) dx (1.1)

΄Οπου f (x) η συνάρτηση που ϑέλουµε να µετασχηµατιστεί, K(x, k) είναι ο πυρήνας του
µετασχηµατισµού, δηλαδή µια συνάρτηση δύο µεταβλητών, που στέλνει την συνάρτηση
f (x) στην συνάρτηση F (k), η οποία λέγεται εικόνα του µετασχηµατισµού, µε µεταβλητή
µετασχηµατισµού k ∈ C. I λέγεται τελεστής του µετασχηµατισµού. Οι ολοκληρωτι-
κοί µετασχηµατισµοί, µπορούν να επεκταθούν και για περισσότερες µεταβλητές, αλλά
ξεφεύγουν από τον σκοπό της εργασίας αυτής, οπότε σας παραπέµπουµε στο ϐιβλίο
[9].

Μία προφανής ιδιότητα, λόγω της γραµµικότητας των ολοκληρωµάτων, είναι ότι και οι
µετασχηµατισµοί είναι γραµµικοί, δηλαδή:

I {αf (x) + �g(x)} =
∫ b

a
K(x, k){αf (x) + �g(x)}dx = αI {f (x)} + �I {g(x)} (1.2)

όπου α και � τυχαίες σταθερές.

Εισάγουµε επίσης την έννοια του τελεστή του αντίστροφου µετασχηµατισµού (I −1), ο
οποίος ορίζεται ως :

I −1{F (k)} = f (x) (1.3)
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και έχει την ίδια γραµµική ιδιότητα, µε άλλα λόγια :

I −1{αF (k) + �G(k)} = I −1{αI {f (x)} + �I {g(x)}} (1.4)

ή :

I −1{I {αf (x) + �g(x)}} = αf (x) + �g(x) = αI −1{F (k))} + �I −1{G(k)} (1.5)

1.1.1 Fourier

Ορισµοί

Ορισµός 1.1.1 (Μετασχηµατισµός Fourier). ΄Εστω f : R → C τοπικά ολοκληρώσιµη
συνάρτηση. Ως µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης f ορίζεται το γενικευµένο
ολοκλήρωµα της συνάρτησης :

f̂ : R→ C, f̂ (ω) =
∫ ∞

−∞

f (t)e−iωt dt (1.6)

µε την προϋπόθεση ότι η f̂ (ω) υπάρχει στο µιγαδικό επίπεδο C. ΄Αλλοι συµβολισµοί του
µετασχηµατισµού Fourier είναι οι F {f } και F {f (t)}.

Ορισµός 1.1.2 (Αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier). ΄Εστω f̂ : R → C τοπικά ο-
λοκληρώσιµη συνάρτηση. Ως αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης f̂
ορίζεται το γενικευµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης :

f : R→ C, f (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

f̂ (ω)eiωt dω (1.7)

µε την προϋπόθεση ότι η f (t) υπάρχει στο µιγαδικό επίπεδο C. ΄Αλλοι συµβολισµοί του
αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier είναι οι F −1{f̂ } και F −1{f̂ (ω)}.

Να προσθέσουµε ότι, οι παραπάνω ορισµοί δεν είναι οι µοναδικοί για τον µετασχηµα-
τισµό και τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier , µερικές ϕορές ϑα τους δείτε και ως
εξής :

f̂ (ω) =
1
√

2π

∫ ∞

−∞

f (t)e−iωt dt (1.8)

για τον µετασχηµατισµό Fourier και :

f (t) =
1
√

2π

∫ ∞

−∞

f̂ (ω)eiωt dω (1.9)

για τον αντίστροφό του.

Βασικές Ιδιότητες

΄Εστω f, g : R → C τοπικά ολοκληρώσιµες συναρτήσεις, f̂ = F {f } και ĝ = F {g} οι
µετασχηµατισµοί Fourier των f και g. Τότε, έχουµε τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Γραµµική ιδιότητα

F {αf (t) + �g(t)} = αF {f (t)} + �F {g(t)}, ∀α, � ∈ C (1.10)
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2. Συµµετρία
F {f̂ (t)} = 2πf (−ω) (1.11)

3. Κλιµάκωση χρόνου

F {f (at)} =
1
|a|

f̂
(ω

a

)
, a , 0 (1.12)

4. Μετατόπιση χρόνου
F {f (t − t0)} = f̂ (ω)e−iωt0 , t0 ∈ R (1.13)

5. Μετατόπιση συχνότητας

F {eiω0tf (t)} = f̂ (ω − ω0), ω0 ∈ R (1.14)

6. Παραγώγιση στον χρόνο

F {f (n)(t)} = (iω)n f̂ (ω), n ∈ N (1.15)

µε την προϋπόθεση ότι η f είναι n ϕορές παραγωγίσιµη και υπάρχει ο µετασχη-
µατισµός Fourier αυτής.

7. Παραγώγιση στην συχνότητα

F {(−it)nf (t)} = f̂ (n)(ω), n ∈ N (1.16)

µε την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση tnf (t) συγκλίνει στο διάστηµα ολοκλήρωσης.

8. Συζυγής συνάρτηση
F {f̄ (t)} = ¯̂f (−ω), (1.17)

όπου f̄ ο συζυγής µιγαδικός αριθµός της συνάρτησης.

9. Θεώρηµα συνέλιξης
Η συνέλιξη ορίζεται ως :

(f ∗ g)(t) :=
∫ ∞

−∞

f (τ)g(t − τ) dτ, (1.18)

F {(f ∗ g)(t)} = F {f (t)}F {g(t)}. (1.19)

και :
F {f (t)g(t)} = F {f (t)} ∗F {g(t)} (1.20)

Για την απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων, σας παραπέµπουµε στο εγχειρίδιο [8].

Χρήσιµες συναρτήσεις

Μερικές σηµαντικές συναρτήσεις που ϑα µας απασχολήσουν παρακάτω είναι :

• Η συνάρτηση δέλτα του Dirac :

δ(x) =
{
∞ x = 0
0 x , 0.

(1.21)
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Μερικές από τις ιδιότητές της είναι :∫ d

c
δ(t − a)f (t) dt = f (a), ∀a ∈ (c, d), ∀a, c, d ∈ R, (1.22)

δ(t − a)f (t) = f (a)δ(t − a), (1.23)

και :
F {δ(t)} = 1 (1.24)

• Η συνάρτηση κατωφλίου του Heaviside :

u(x) =
{

1 x ≥ 0
0 x < 0.

(1.25)

Ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Fourier είναι :

F {u(t)} = πδ(ω) +
1
iω

. (1.26)

΄Ενας άλλος ορισµός της συνάρτησης Heaviside είναι :

H(x) =


1 x > 0
1
2 x = 0
0 x < 0.

(1.27)

Ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Fourier είναι :

F {H(t)} = lim
ϸ→0

1
ϸ + iω

, (1.28)

ο οποίος ϑα µας χρειαστεί αργότερα.
Η εξίσωση που συνδέει την συνάρτηση δέλτα του Dirac µε την συνάρτηση κατω-
ϕλίου του Heaviside είναι :

δ(x) =
dH(x)

dx
. (1.29)

• Η κανονικοποιηµένη συνάρτηση sinc :

sinc(k) =
sin πk

πk
=

{
1 k = 0
0 k ∈ Z − {0}. (1.30)

Τρεις ιδιότητες της παραπάνω συνάρτησης είναι οι εξής :∫ ∞

−∞

sinc(x) dx = 1, (1.31)

b∑
n=a

sinc(k − n)f (n) = f (k), ∀k ∈ Z ∩ [a, b] (1.32)

και :
F {sinc(t)} = H(ω + π) − H(ω − π). (1.33)
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1.1.2 Laplace

Ορισµοί

Ορισµός 1.1.3 (Μετασχηµατισµός Laplace). ΄Εστω f : [0,+∞) → R τοπικά ολοκλη-
ϱώσιµη συνάρτηση. Ως µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f ορίζεται η συνάρ-
τηση:

L {f }(s) = F (s) =
∫ ∞

0
f (t)e−st dt. (1.34)

΄Ενας άλλος συµβολισµός είναι :

F (s) = L {f (t)}, (1.35)

µε την προϋπόθεση ότι η L {f }(s) υπάρχει στο µιγαδικό σύνολο D, δηλαδή:

D = {s ∈ C : |L {f }(s)| < ∞},

όπου |z| η µιγαδική απόλυτη τιµή.

Ορισµός 1.1.4 (Αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace). ΄Εστω F = F (s) : D ⊂ C →
R τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ως αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace της
συνάρτησης F (s) ορίζεται το µιγαδικό ολοκλήρωµα της συνάρτησης :

L −1{F (s)} = f (t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)est ds, (1.36)

µε την προϋπόθεση ότι η f (t) υπάρχει στο t ∈ [0,+∞). Στο παραπάνω ολοκλήρωµα,
ολοκληρώνουµε στο ηµικύκλιο D = {s ∈ C : ℜ(s) < σ,ℑ(s) ∈ (−∞,+∞)}, οπότε το άλλο
µέρος του ηµικυκλίου το αγνοούµε, λαµβάνοντας υπόψη ότι η F (s)est συγκλίνει για
ℜ(s) → −∞ και t ∈ [0,+∞) και µας µένει η κατακόρυφη γραµµή {ℜ(s) = σ,ℑ(s) ∈
(−∞,+∞)}. Για τον υπολογισµό των αντίστροφων µετασχηµατισµών που αναφέρονται,
ϑα µας χρειαστούν τεχνικές µιγαδικής ολοκλήρωσης, όπως το Θεώρηµα ολοκληρωτικών
υπολοίπων και το Θεώρηµα του Cauchy, όπου ϑα συζητηθούν στην ενότητα 1.3.

Βασικές Ιδιότητες

΄Εστω f, g : [0,+∞) → R τοπικά ολοκληρώσιµες συναρτήσεις, F (s) = L {f } και G(s) =
L {g} οι µετασχηµατισµοί Laplace των f και g. Τότε, έχουµε τις ακόλουθες ιδιότη-
τες :

1. Γραµµική ιδιότητα

L {αf (t) + �g(t)} = αL {f (t)} + �L {g(t)}, ∀α, � ∈ C, (1.37)

2. Κλιµάκωση χρόνου

L {f (at)} =
1
a

F
( s

a

)
, a , 0. (1.38)

3. Μετατόπιση χρόνου

L {u(t − t0)f (t − t0)} = F (s)e−st0 , t0 ∈ R. (1.39)
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4. Μετατόπιση συχνότητας

L {eatf (t)} = F (s − a), a ∈ C. (1.40)

5. Παραγώγιση στον χρόνο

L {f (n)(t)} = snF (s) −
n∑

k=1

sn−kf (k−1)(0), n ∈ N (1.41)

µε την προϋπόθεση ότι η f είναι n ϕορές παραγωγίσιµη και υπάρχει ο µετασχη-
µατισµός Laplace αυτής.

6. Παραγώγιση στην συχνότητα

L {(−t)nf (t)} = F (n)(s), n ∈ N (1.42)

µε την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση tnf (t) συγκλίνει στο διάστηµα ολοκλήρωσης.

7. Θεώρηµα συνέλιξης
Η συνέλιξη εδώ ορίζεται ως :

(f ∗ g)(t) :=
∫ t

0
f (τ)g(t − τ) dτ, (1.43)

L {(f ∗ g)(t)} = F (s)G(s). (1.44)
και :

L {f (t)g(t)} =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (σ)G(s − σ) dσ. (1.45)

Για την απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων, σας παραπέµπουµε στο εγχειρίδιο [8] και
[9].

Μετασχηµατισµός Laplace χρήσιµων συναρτήσεων

Οι ιδιότητες των παρακάτω συναρτήσεων αναφέρονται στην υποενότητα 1.1.1.

• Η συνάρτηση δέλτα του Dirac :

L {δ(t)} = 1. (1.46)

• Η συνάρτηση κατωφλίου του Heaviside u(t) : Ο µετασχηµατισµός Laplace είναι :

L {u(t)} =
1
s

, ℜ(s) > 0. (1.47)

• Ο µετασχηµατισµός Laplace της H(t) είναι :

L {H(t)} =
1
s

, ℜ(s) > 0. (1.48)

• Ο µετασχηµατισµός Laplace της κανονικοποιηµένης συνάρτησης sinc είναι :

L {sinc(t)} =
1
2
−

1
π

arctan
( s

π

)
, (1.49)

όπου arctan(x) η αντίστροφη συνάρτηση της εφαπτοµένης, δηλαδή x = tan(θ),
− π/2 < θ < π/2.
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1.1.3 Mellin

Ορισµοί

Ορισµός 1.1.5 (Μετασχηµατισµός Mellin). ΄Εστω f : [0,+∞)→ R τοπικά ολοκληρώσι-
µη συνάρτηση. Ως µετασχηµατισµός Mellin της συνάρτησης f ορίζεται η συνάρτηση:

M {f }(s) = f̄ (s) =
∫ ∞

0
f (x)xs−1 dx. (1.50)

΄Ενας άλλος συµβολισµός είναι :

f̄ (s) =M {f (x)}, (1.51)

µε την προϋπόθεση ότι η M {f }(s) υπάρχει στο µιγαδικό σύνολο D, δηλαδή:

D = {s ∈ C : |M {f }(s)| < ∞},

όπου |z| η µιγαδική απόλυτη τιµή.

Ορισµός 1.1.6 (Αντίστροφος µετασχηµατισµός Mellin). ΄Εστω f̄ = f̄ (s) : D ⊂ C → R
τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ως αντίστροφος µετασχηµατισµός Mellin της συνάρ-
τησης f̄ (s) ορίζεται το µιγαδικό ολοκλήρωµα της συνάρτησης :

M −1{f̄ (s)} = f (x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
f̄ (s)x−s ds, (1.52)

µε την προϋπόθεση ότι η f (x) υπάρχει στο x ∈ [0,+∞). Στο παραπάνω ολοκλήρωµα,
ολοκληρώνουµε στο ηµικύκλιο D = {s ∈ C : ℜ(s) < σ,ℑ(s) ∈ (−∞,+∞)}, οπότε το
µέρος του ηµικυκλίου το αγνοούµε, λαµβάνοντας υπόψη ότι η f̄ (s)x−s συγκλίνει για
ℜ(s) → −∞ και x ∈ [0,+∞) και µας µένει η κατακόρυφη γραµµή {ℜ(s) = σ,ℑ(s) ∈
(−∞,+∞)}. Για τον υπολογισµό των αντίστροφων µετασχηµατισµών που αναφέρονται,
ϑα µας χρειαστούν τεχνικές µιγαδικής ολοκλήρωσης, όπως το Θεώρηµα ολοκληρωτικών
υπολοίπων και το Θεώρηµα του Cauchy, όπως ϑα συζητηθούν στην ενότητα 1.3.

Βασικές Ιδιότητες

΄Εστω f, g : [0,+∞) → R τοπικά ολοκληρώσιµες συναρτήσεις, f̄ (s) = M {f } και ḡ(s) =
M {g} οι µετασχηµατισµοί Mellin των f και g. Τότε, έχουµε τις ακόλουθες ιδιότη-
τες :

1. Γραµµική ιδιότητα

M {αf (t) + �g(t)} = αM {f (t)} + �M {g(t)}, ∀α, � ∈ C. (1.53)

2. Κλιµάκωση µεταβλητής

M {f (ax)} = a−sf̄ (s), a > 0. (1.54)

3. Μετατόπιση µιγαδικής µεταβλητής

M {xaf (x)} = f̄ (s + a), a ∈ C. (1.55)
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4. Παραγώγιση στην πραγµατική µεταβλητή

M {f (n)(x)} = (−1)n Γ(s)
Γ(s − n)

f̄ (s − n), n ∈ N, (1.56)

µε την προϋπόθεση ότι η f είναι n ϕορές παραγωγίσιµη και υπάρχει ο µετασχη-
µατισµός Mellin αυτής. Επίσης, η συνάρτηση xs−r−1f (r)(x) = 0 για x → 0 και
r = 0, 1, 2, ..., (n − 1).

5. Παραγώγιση στην µιγαδική µεταβλητή

M {(log(x))nf (x)} = f̄ (n)(s), n ∈ N, (1.57)

µε την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση (log(x))nf (x) συγκλίνει στο διάστηµα ολο-
κλήρωσης.

6. Θεώρηµα συνέλιξης
Η συνέλιξη εδώ ορίζεται ως :

(f ∗ g)(x) :=
∫ ∞

0
f (ξ )g

(
x

ξ

)
dξ

ξ
, (1.58)

M {(f ∗ g)(x)} = f̄ (s)ḡ(s). (1.59)

και :
M {f (x)g(x)} =

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f̄ (σ)ḡ(s − σ) dσ. (1.60)

Για την απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων, σας παραπέµπουµε στο εγχειρίδιο [8] και
[9].

Μετασχηµατισµός Mellin χρήσιµων συναρτήσεων

Οι ιδιότητες των παρακάτω συναρτήσεων αναφέρονται στην υποενότητα 1.1.1.

• Η συνάρτηση δέλτα του Dirac :

M {δ(x − a)} = as−1, a > 0. (1.61)

• Ο µετασχηµατισµός Mellin της συνάρτησης κατωφλίου H(x) είναι :

M {H(a − x)} =
as

s
, ℜ(s) > 0. (1.62)

• Ο µετασχηµατισµός Mellin της συνάρτησης e−x είναι :

M {e−x} = Γ(s) = (s − 1)Γ(s − 1), (1.63)

όπου Γ(s) η συνάρτηση Γάµµα [4].
Με την παραπάνω εξίσωση, παίρνουµε:

Res(Γ(s);−k) =
(−1)k

k!
, k = 0, 1, 2, 3, ... (1.64)

Για την απόδειξη της παραπάνω εξίσωσης, σας παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [4].
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• Ο µετασχηµατισµός Mellin της συνάρτησης e−ikx είναι :

M {e−ikx} =
Γ(s)
(ik)s

, (1.65)

που στην ουσία είναι ένας συνδυασµός των εξισώσεων 1.63 και 1.54.

• Με την εξίσωση 1.65 παίρνουµε τους εξής µετασχηµατισµούς :

M {cos(kx)} =
Γ(s)
ks

cos
(πs

2

)
, (1.66)

και :
M {sin(kx)} =

Γ(s)
ks

sin
(πs

2

)
. (1.67)

1.1.4 Ζήτα

Ορισµός 1.1.7 (Αµφίπλευρος µετασχηµατισµός Ζήτα). ΄Εστω x : Z→ R µια ακολουθία
πραγµατικών αριθµών. Ως αµφίπλευρος µετασχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας x(n)
ορίζεται η απειροσειρά:

X (z) =
∞∑

n=−∞

x(n)z−n. (1.68)

Ορισµός 1.1.8 (Μονόπλευρος µετασχηµατισµός Ζήτα). ΄Εστω x : Z→ R µια ακολουθία
πραγµατικών αριθµών. Ως µονόπλευρος µετασχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας x(n)
ορίζεται η απειροσειρά:

X+(z) =
∞∑

n=0

x(n)z−n, (1.69)

όπου είναι µια ειδική περίπτωση του αµφίπλευρου µετασχηµατισµού Ζήτα, ιδίως αν
λάβουµε υπόψη ότι ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας x(n) είναι
ο αµφίπλευρος µετασχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας x(n)u(n), όπου u(n) είναι η
διακριτή συνάρτηση κατωφλίου, που ϑα συζητηθεί παρακάτω.

Ορισµός 1.1.9 (Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Ζήτα). Εδώ, παραθέτουµε
µια πληθώρα συνθηκών για την µεταβλητή z, οι οποίες πρέπει να τηρηθούν για να
υπάρχει ο µετασχηµατισµός Ζήτα.

• Αν η ακολουθία x(n) είναι µηδέν για κάθε n < n0, τότε η Περιοχή Σύγκλισης
είναι η εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου στο µιγαδικό επίπεδο, δηλαδή |z| > a.
Το ίδιο ισχύει και για τον µονόπλευρο µετασχηµατισµό Ζήτα.

• Αν η ακολουθία x(n) είναι µηδέν για κάθε n > n0, τότε η Περιοχή Σύγκλισης
είναι η εσωτερική επιφάνεια ενός κύκλου στο µιγαδικό επίπεδο, δηλαδή |z| < b.

• Αν η ακολουθία x(n) είναι αµφίπλευρη, τότε η Περιοχή Σύγκλισης είναι η δακτυ-
λιοειδής επιφάνεια πάνω στο µιγαδικό επίπεδο, δηλαδή a < |z| < b, όπου µπορεί
να είναι a = 0 ή b = +∞.

• Αν η ακολουθία x(n) είναι πεπερασµένης διάρκειας, δηλαδή x(n) , 0, n ∈ [n1 :
n2], τότε η περιοχή σύγκλισης είναι όλο το µιγαδικό επίπεδο, εκτός από τα σηµεία
z = 0 αν n2 > 0 και z = +∞ αν n1 < 0.
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• Αν ο µετασχηµατισµός Ζήτα µίας ακολουθίας είναι ϱητή συνάρτηση του z της
µορφής:

X (z) =
B(z)
A(z)

,

τότε οι ϱίζες του αριθµητή καλούνται µηδενικά (zeros) της και οι ϱίζες του παρο-
νοµαστή καλούνται πόλοι (poles) της X (z). Προφανώς, στην περίπτωση αυτή, η
Περιοχή Σύγκλισης δεν περιλαµβάνει τους πόλους.

Ορισµός 1.1.10 (Αντίστροφος µετασχηµατισµός Ζήτα). ΄Εστω X : D ⊂ C → Z ο µετα-
σχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας x(n). Ως αντίστροφος µετασχηµατισµός Ζήτα της
συνάρτησης X (z) ορίζεται το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της συνάρτησης :

x(n) =
1

2πi

∮
C

X (z)zn−1 dz, (1.70)

µε την προϋπόθεση ότι η καµπύλη C περικλείει το µιγαδικό επίπεδο στο πεδίο σύγκλι-
σης του X (z). Για τον υπολογισµό των αντίστροφων µετασχηµατισµών που αναφέρονται,
ϑα µας χρειαστούν τεχνικές µιγαδικής ολοκλήρωσης, όπως το Θεώρηµα ολοκληρωτικών
υπολοίπων και το Θεώρηµα του Cauchy, όπως ϑα συζητηθούν στην ενότητα 1.3.

Βασικές Ιδιότητες

΄Εστω x, y : Z → R δύο ακολουθίες πραγµατικών αριθµών, X (z) και Y (z) οι µετασχη-
µατισµοί Ζήτα των x και y. Τότε, έχουµε τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Γραµµική ιδιότητα
Αν x1(n)→ X1(z) και x2(n)→ X2(z) τότε :

y(n) = αx1(n) + �x2(n), ∀α, � ∈ C, (1.71)

εφαρµόζοντας τον ορισµό του µετασχηµατισµού Ζήτα:

Y (z) =
∞∑

n=−∞

[αx1(n) + �x2(n)]z−n. (1.72)

Από την γραµµικότητα της άθροισης και την επιµεριστική ιδιότητα :

Y (z) = α
∞∑

n=−∞

x1(n)z−n + �
∞∑

n=−∞

x2(n)z−n, (1.73)

ή :
Y (z) = αX1(z) + �X2(z), ∀α, � ∈ C. (1.74)

Να σηµειώσουµε ότι, το πεδίο σύγκλισης της Y (z) είναι η τοµή των πεδίων σύγκλι-
σης των X1(z) και X2(z).

2. Μετατόπιση ακολουθίας
∞∑

n=−∞

y(n)z−n =

∞∑
n=−∞

x(n − n0)z−n, (1.75)

που µε αλλαγή µεταβλητής, γίνεται :

Y (z) =
∞∑

n=−∞

x(n)z−n−n0 = z−n0X (z). (1.76)
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Το πεδίο σύγκλισης είναι το ίδιο µε την X (z) εκτός για z = 0, n0 > 0
ή z = +∞, n0 < 0.

3. Μετατόπιση µιγαδικής µεταβλητής :
Αν y(n) = anx(n) τότε :

Y (z) =
∞∑

n=−∞

anx(n)z−n, a ∈ C. (1.77)

Με αλλαγή της µεταβλητής z σε aζ έχουµε:

Y (z) =
∞∑

n=−∞

anx(n)(aζ )−n, (1.78)

Y (z) =
∞∑

n=−∞

x(n)ζ −n = X (ζ ) = X (a−1z). (1.79)

Το πεδίο σύγκλισης της Y (z) είναι το ίδιο µε της X (z) πολλαπλασιασµένη µε την
απόλυτη τιµή της |a|.

4. Αναδίπλωση:
Αν y(n) = x(−n), τότε :

Y (z) =
∞∑

n=−∞

x(−n)ζ −n. (1.80)

Με την αντικατάσταση −n → n, έχουµε:

Y (z) =
∞∑

n=−∞

x(n)ζ n = X (z−1). (1.81)

5. Θεώρηµα συνέλιξης :
Η συνέλιξη εδώ ορίζεται ως :

y(n) = (x1 ∗ x2)(n) :=
∞∑

m=−∞

x1(m)x2(n −m), (1.82)

Y (z) = X1(z)X2(z). (1.83)

Το πεδίο σύγκλισης της Y (z) είναι η τοµή των πεδίων σύγκλισης των X1(z) και
X2(z). Αν y(n) = x1(n)x2(n) τότε :

Y (z) =
1

2πi

∮
C

X1(w)X2

( z

w

) dw

w
, (1.84)

όπου η καµπύλη C περικλείει την τοµή των πεδίων σύγκλισης των X1(w) και
X2

(
z
w

)
.

6. Θεώρηµα τελικής τιµής

lim
k→∞

x(k) = lim
z→1

(z − 1)X (z). (1.85)

Για την απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων, σας παραπέµπουµε στο εγχειρίδιο [9].
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Χρήσιµες συναρτήσεις

• Η διακριτή συνάρτηση δέλτα του Dirac :

δ(n) =
{

1 n = 0
0 n , 0.

(1.86)

Από εδώ και πέρα, η διακριτή συνάρτηση δέλτα του Dirac ϑα συµβολίζεται ως
10(n) προς αποφυγή σύγχυσης.
Ο µετασχηµατισµός Ζήτα της διακριτής συνάρτησης δέλτα του Dirac είναι :

∞∑
n=−∞

δ(n)z−n = z0 = 1. (1.87)

• Η διακριτή συνάρτηση κατωφλίου u(n) ορίζεται ως :

u(n) =
{

1 n ≥ 0
0 n < 0.

(1.88)

Ο µετασχηµατισµός Ζήτα της συνάρτησης κατωφλίου u(n) είναι :
∞∑

n=−∞

u(n)z−n =
z

z − 1
, |z| > 1. (1.89)

Η παραπάνω εξίσωση είναι το γνωστό άθροισµα της Γεωµετρικής προόδου µε λόγο
z−1.

• Ο µετασχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας nu(n) είναι :
∞∑

n=−∞

nu(n)z−n = −z
d

dz

( z

z − 1

)
=

z

(z − 1)2 , |z| > 1. (1.90)

• Ο µετασχηµατισµός Ζήτα της ακολουθίας u(n) 1
n! είναι :

∞∑
n=−∞

u(n)
n!

z−n = e
1
z , ∀z ∈ C. (1.91)

1.2 Σειρές

Οι σειρές αποτελούν σηµαντικό εργαλείο στην Μαθηµατική Ανάλυση και παίζουν ση-
µαντικό ϱόλο στον προσεγγιστικό υπολογισµό συναρτήσεων, λύνοντας µια πληθώρα
προβληµάτων όπως στις διαφορικές εξισώσεις, στις εξισώσεις διαφορών, καθώς και στην
αριθµητική προσέγγιση τιµών. Σε αυτήν την ενότητα, ϑα ασχοληθούµε µε τρία είδη
σειρών, οι οποίες έχουν άµεση σχέση µε τα προβλήµατα που ϑα µας απασχολήσουν
στα επόµενα κεφάλαια. Οι σειρές συνήθως έχουν την εξής γενική µορφή:

fN (x) =
N∑

n=0

angn(x). (1.92)

΄Οπου an είναι σταθερές οι οποίες ορίζονται από τις συναρτήσεις fN (x) και gn(x). Η
συνάρτηση fN (x) είναι η συνάρτηση που προσεγγίζεται και η gn(x) είναι µια ακολουθία
συναρτήσεων, µε τις οποίες το παραπάνω άθροισµα προσεγγίζει την f (x) καθώς το N
τείνει στο άπειρο.
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1.2.1 Fourier

Οι σειρές Fourier, µας δίνουν ένα διακριτό άθροισµα από εκθετικές ή τριγωνοµετρικές
σειρές µε συγκεκριµένες συχνότητες. Η συνάρτηση αυτή που ϑέλουµε να επεκτείνουµε
σε σειρές Fourier είναι περιοδική.

Ορισµός 1.2.1 (Περιοδική συνάρτηση). Εάν µια συνάρτηση f είναι περιοδική µε πε-
ϱίοδο T , τότε ισχύει η παρακάτω σχέση:

f (x) = f (x + T ) = f (x + nT ), ∀n ∈ Z. (1.93)

Επίσης, µία µη-περιοδική συνάρτηση g µπορεί να περιοριστεί σε περιοδική συνάρτηση
µε περίοδο T , gT , µέσω της σχέσης :

gT (x) = g
(
T

{x

T

})
. (1.94)

Με
{

x
T

}
να είναι το κλασµατικό µέρος του x

T .

Ορισµός 1.2.2 (Συντελεστές Εκθετικής Σειράς Fourier). Εάν η f είναι ολοκληρώσιµη
στο διάστηµα [a, b] και έστω το µήκος L όπου L = b − a, τότε οι συντελεστές της
εκθετικής σειράς Fourier ορίζονται µε το παρακάτω ολοκλήρωµα:

f̂ (n) =
1
L

∫ b

a
f (x)e−2πinx/L dx, ∀n ∈ Z. (1.95)

Ορισµός 1.2.3 (Εκθετική Σειρά Fourier). Η εκθετική σειρά Fourier της f ορίζεται από
το άθροισµα:

SN (f )(x) =
N∑

n=−N

f̂ (n)e2πinx/L , (1.96)

το οποίο για N → ∞ τείνει προς την f (x). Η πρόταση αυτή συµβολίζεται ως :

f (x) ∼
∞∑

n=−∞

f̂ (n)e2πinx/L . (1.97)

Η 1.97 είναι ο επίσηµος ορισµός της σειράς Fourier. Ο παραπάνω ορισµός στηρίζεται
στην εξίσωση:

1
L

∫ b

a
e−2πinx/Le2πikx/L dx = δk,n, ∀k, n ∈ Z, (1.98)

όπου δk,n το δέλτα του Kronecker, µε την ακόλουθη ιδιότητα :

δk,n =

{
1 k = n
0 k , n.

(1.99)

Ορισµός 1.2.4 (Τριγωνοµετρική Σειρά Fourier). Η τριγωνοµετρική σειρά Fourier της
περιοδικής συνάρτησης f µε περίοδο L στο διάστηµα 0 ≤ x ≤ L ορίζεται από το άθροι-
σµα:

f (x) = a0 +

∞∑
n=1

[
an cos

(2πnx

L

)
+ bn sin

(2πnx

L

)]
. (1.100)
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Ορισµός 1.2.5 (Συντελεστές Τριγωνοµετρικής Σειράς Fourier). Παρακάτω δίνονται οι
συντελεστές της τριγωνοµετρικής σειράς Fourier, (an, bn):

a0 =
1
L

∫ L

0
f (x) dx, (1.101)

an =
2
L

∫ L

0
f (x) cos

(2πnx

L

)
dx, (1.102)

και :

bn =
2
L

∫ L

0
f (x) sin

(2πnx

L

)
dx. (1.103)

Οι παραπάνω εξισώσεις στηρίζονται στις ακόλουθες σχέσεις ορθοκανονικότητας :

2
L

∫ L

0
cos

(2πnx

L

)
sin

(2πmx

L

)
dx = 0, ∀m, n ∈ Z, (1.104)

2
L

∫ L

0
cos

(2πnx

L

)
cos

(2πmx

L

)
dx = δn,m , ∀m, n ∈ Z, (1.105)

και :
2
L

∫ L

0
sin

(2πnx

L

)
sin

(2πmx

L

)
dx = δn,m , ∀m, n ∈ Z, (1.106)

όπου δn,m το δέλτα του Kronecker. Οι παραπάνω σχέσεις µπορούν να υπολογιστούν µε
τις γνωστές τριγωνοµετρικές ιδιότητες και λαµβάνοντας υπόψη την περιοδικότητα των
συναρτήσεων του ηµίτονου (sin x = sin (x + 2π)) και του συνηµίτονου
(cos x = cos (x + 2π)). Για περαιτέρω µελέτη, παρακαλούµε ο αναγνώστης να απευθυν-
ϑεί στα ϐιβλία [5] και [11].

1.2.2 Dirichlet

Μία σειρά Dirichlet, είναι µια οποιαδήποτε σειρά της µορφής:

D(f, s) =
∞∑

n=1

f (n)
ns

, (1.107)

όπου s ∈ C µια µιγαδική µεταβλητή και f (n) µία ακολουθία µιγαδικών αριθµών.
Ο παραπάνω ορισµός είναι µια ειδική περίπτωση των γενικευµένων σειρών Dirich-
let [7].

Θεώρηµα 1.2.1 (Συνέλιξη Σειρών Dirichlet). ΄Εστω D(f, s) =
∑∞

k=1 f (k)k−s και D(g, s) =∑∞
m=1 g(m)m−s δύο σειρές Dirichlet που συγκλίνουν απόλυτα. Τότε :

D(f, s)D(g, s) =
∞∑

n=1

∑
m |n f (m)g(n/m)

ns
, (1.108)

µε απόλυτη σύγκλιση. Η παραπάνω σχέση, αποδεικνύεται εύκολα µε απλή αλλαγή
µεταβλητών, δηλαδή km = n ∈ N άρα k|n ή m |n.
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Θεώρηµα 1.2.2 (Παραγωντικός τύπος Euler). ΄Εστω χ : N+ → Z ένας χαρακτήρας µε
την ιδιότητα χ(mn) = χ(m)χ(n), τότε ο παραγωντικός τύπος Euler ορίζεται ως :

D(χ, s) =
∞∑

n=1

χ(n)
ns
=

∏
p∈P

1
1 − χ(p)p−s

. (1.109)

Η παραπάνω εξίσωση, έχει εφαρµογή στην απόδειξη του ϑεωρήµατος πρώτων αριθ-
µών, για παραπάνω λεπτοµέρειες ως προς την απόδειξή του, ο αναγνώστης µπορεί να
παραπεµφθεί στο ϐιβλίο [2].

Θεώρηµα 1.2.3 (Σειρές Dirichlet ως µετασχηµατισµός Mellin). ΄Εστω f µια αριθµητική
συνάρτηση, η Sx[f ] ορίζεται ως :

Sx[f ] =
{ ∑

n≤x f (n) x ≥ 1
0 0 < x < 1,

(1.110)

τότε η σειρά Dirichlet ορίζεται ως µετασχηµατισµός Mellin από τη εξίσωση:

D(f, s) = s

∫ ∞

1

Sx[f ]
xs+1 dx, ℜ(s) > σ0 (1.111)

όπου σ0 η τετµηµένη σύγκλισης της D(f, s).

Θεώρηµα 1.2.4 (Τετµηµένη σύγκλισης της σειράς Dirichlet). Η τετµηµένη σύγκλι-
σης της D(f, s) =

∑∞
n=1 f (n)n−s είναι ο πραγµατικός αριθµός σc ∈ R µε τις ακόλουθες

ιδιότητες :

• αν ℜ(s) > σc τότε η D(f, s) συγκλίνει,

• αν ℜ(s) < σc τότε η D(f, s) αποκλίνει.

Αν η σειρά Dirichlet D(f, s) έχει τετµηµένη σύγκλισης σc και ορίζοντας τα αθροίσµατα
sn = f (1) + ... + f (n) και rn = f (n + 1) + f (n + 2) + ..., τότε :

• αν
∑

f (n) αποκλίνει, τότε 0 ≤ σc = lim sup
n→∞

log |sn |

log n .

• αν
∑

f (n) συγκλίνει, τότε 0 ≥ σc = lim sup
n→∞

log |rn |

log n .

Θεώρηµα 1.2.5 (Τετµηµένη απόλυτης σύγκλισης της σειράς Dirichlet). Η τετµηµένη
απόλυτης σύγκλισης της D(f, s) =

∑∞
n=1 f (n)n−s είναι ο πραγµατικός αριθµός σc ≤ σa ≤

σc + 1 µε τον ακόλουθο ορισµό:

σa = inf

ρ :
∞∑

n=1

|f (n)n−s| < ∞, ℜ(s) = ρ

 = inf

ρ :
∞∑

n=1

|f (n)n−s| < ∞, ℜ(s) ≥ ρ

 ,

(1.112)
Αν η σειρά Dirichlet D(f, s) έχει τετµηµένη απόλυτης σύγκλισης σa και ορίζοντας τα
αθροίσµατα s′n = |f (1)| + ... + |f (n)| και r ′n = |f (n + 1)| + |f (n + 2)| + ..., τότε :

• αν
∑
|f (n)| αποκλίνει, τότε σa = lim sup

n→∞

log |s′n |
log n ≥ 0.

• αν
∑
|f (n)| συγκλίνει, τότε σa = lim sup

n→∞

log |r′n |
log n ≤ 0.

Για την απόδειξη των παραπάνω ϑεωρηµάτων, ο αναγνώστης µπορεί να απευθυνθεί στο
ϐιβλίο [7].

17



Σειρές Dirichlet που ϑα χρειαστούµε:

Η πιο γνωστή συνάρτηση είναι η συνάρτηση Ϲήτα που ορίζεται ως :

ζ (s) = D(1, s) =
∞∑

n=1

1
ns

, ℜ(s) > σc = σa = 1. (1.113)

Ο παραγωντικός τύπος Euler είναι :

ζ (s) =
∏
p∈P

1
1 − p−s

. (1.114)

Η ανάστροφη συνάρτηση Ϲήτα ορίζεται ως :

1
ζ (s)

= D(µ, s) =
∞∑

n=1

µ(n)
ns

, ℜ(s) > σc = σa = 1, (1.115)

όπου µ(m) η συνάρτηση Möbius [3]. Μία στοιχειώδης ιδιότητα της συνάρτησης αυτής
είναι η εξής :

µ(n) =


(−1)ω(n) p2 ∤ n,∀p ∈ P,

1 n = 1,
0 αλλιώς

(1.116)

όπου ω(n) =
∑

p|n 1 η συνάρτηση µέτρησης πρώτων παραγόντων, χωρίς να συµπεριλαµ-
ϐάνουµε τις δυνάµεις τους. Και :

δn,1 =
∑
d|n

µ(d). (1.117)

Ο παραγοντικός τύπος Euler είναι :

1
ζ (s)

=
∏
p∈P

1 − p−s. (1.118)

Το τετράγωνο της συνάρτησης Ϲήτα δίνεται από την εξίσωση:

ζ 2(s) = D(d, s) =
∞∑

n=1

∑
k|n 1
ns

=

∞∑
n=1

d(n)
ns

, ℜ(s) > σc = σa = 1, (1.119)

όπου d(n) =
∑

k|n 1 η συνάρτηση µέτρησης διαιρετών.
Η λογαριθµική παράγωγος της συνάρτησης Ϲήτα γράφεται ως :

−
ζ ′(s)
ζ (s)

=

∞∑
n=2

Λ(n)
ns

, (1.120)

όπου Λ(n) η συνάρτηση Von Mangoldt [3]. Μία στοιχειώδης ιδιότητα της συνάρτησης
αυτής είναι η εξής :

Λ(n) =
{

log(p) n = pr , p ∈ P, r ∈ N
0 αλλιώς.

(1.121)
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Ο λογάριθµος της συνάρτησης Ϲήτα είναι η εξής :

log(ζ (s)) =
∫ ∞

s

(
−

ζ ′(t)
ζ (t)

)
dt =

∞∑
n=2

Λ(n)
log(n)

1
ns

. (1.122)

Η σειρά Dirichlet πρώτων αριθµών ορίζεται ακολούθως:

P(s) = D(χP, s) =
∑
n≥1

χP(n)
ns
=

∑
p∈P

1
ps

, (1.123)

όπου χP(n) η χαρακτηριστική συνάρτηση πρώτων αριθµών (P) και δίνεται µε τον εξής
ορισµό:

χP(n) =
{

1 n ∈ P
0 n < P.

(1.124)

Σύµφωνα µε την αναφορά [2] η συνάρτηση P(s) συνδέεται µε την συνάρτηση ζ (s) ως
ακολούθως:

P(s) =
∞∑

m=1

µ(m)log(ζ (ms))
m

. (1.125)

Μία άλλη συνάρτηση είναι η εξής :

1
ms

ζ (s) =
∞∑

n=1

1m |n

ns
, (1.126)

όπου 1m |n η συνάρτηση δείκτης διαιρέτη :

1m |n =

{
1 m |n
0 m ∤ n.

(1.127)

1.2.3 Taylor

Οι σειρές Taylor είναι µια προσέγγιση των συναρτήσεων µέσω πολυωνύµου άπειρης
τάξης, µε συντελεστές την παράγωγο της συνάρτησης στο σηµείο ανάπτυξης της σειράς
αυτής. Μία άλλη περίπτωση είναι η πολυωνυµική ανάπτυξη της συνάρτησης και µε
αρνητικούς εκθέτες, που λέγονται σειρές Laurent.

Ορισµός 1.2.6 (Σειρά Taylor). Η σειρά Taylor της f (x) ∈ C∞ γύρω από το x0 ορίζεται
από την ακόλουθη δυναµοσειρά:

f (x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n. (1.128)

Το υπόλοιπο της σειράς Taylor ορίζεται από τις σχέσεις :

f (x) =
k∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n + Rk(x), (1.129)

όπου Rk(x) το υπόλοιπο της σειράς Taylor και :

Rk(x) =
1
k!

∫ x

0
(x − t)kf (k+1)(t) dt. (1.130)

Η σειρά 1.128 ισχύει αν και µόνο αν :

lim
k→∞

Rk(x) = 0. (1.131)
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Ορισµός 1.2.7 (Σύγκλιση δυναµοσειρών). ΄Εστω η δυναµοσειρά
∑∞

n=0 an(x − x0)n και R
η ακτίνα σύγκλισής της. Τότε :

L = lim
n→+∞

|an+1|

|an |
, (1.132)

ή µε έναν άλλο ορισµό:
L′ = lim

n→+∞

n
√

an, (1.133)

τότε :
R =

1
L

(1.134)
και :

R′ =
1
L′

. (1.135)

• Αν L = 0 ή L′ = 0, τότε R → +∞ και R′ → +∞ η δυναµοσειρά συγκλίνει για κάθε
x ∈ R.

• Αν L → +∞ ή L′ → +∞, τότε R = 0 και R′ = 0 η δυναµοσειρά αποκλίνει για κάθε
x ∈ R − {x0}.

• Αν L = l ∈ R ή L′ = l′ ∈ R, τότε R = 1/l και R′ = 1/l′ η δυναµοσειρά συγκλίνει
για κάθε x ∈ (x0 − R, x0 + R) ή x ∈ (x0 − R′, x0 + R′).

Χρήσιµες δυναµοσειρές

Εδώ, παραθέτουµε µερικές δυναµοσειρές που ϑα µας χρειαστούν στην συνέχεια.

• Η δυναµοσειρά για την εκθετική συνάρτηση:

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
, ∀x ∈ R. (1.136)

• Η δυναµοσειρά για την συνάρτηση του ηµίτονου:

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
, ∀x ∈ R. (1.137)

• Η δυναµοσειρά για την συνάρτηση του συνηµίτονου:

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, ∀x ∈ R. (1.138)

• Η δυναµοσειρά για την γεωµετρική πρόοδο άπειρων όρων:

1
1 − x

=

∞∑
n=0

xn, ∀|x | < 1. (1.139)

• Η δυναµοσειρά για το διωνυµικό ϑεώρηµα:

(1 + x)a =

∞∑
n=0

Γ(a + 1)
Γ(a + 1 − n)

xn

n!
, ∀|x | < 1, ∀a ∈ R − {0}. (1.140)

• Η δυναµοσειρά για το διωνυµικό ϑεώρηµα για a ∈ N ∪ {0}:

(1 + x)a =

a∑
n=0

a!
(a − n)!

xn

n!
, ∀x ∈ R, ∀a ∈ N ∪ {0}. (1.141)
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1.3 Μιγαδικές Μεταβλητές

Οι µιγαδικοί αριθµοί, είναι µια αλγεβρική επέκταση των πραγµατικών αριθµών, οι
οποίοι εισάγουν την µικρότερη επέκταση του σώµατος των πραγµατικών αριθµών, έτσι
ώστε πάνω στο σώµα των µιγαδικών αριθµών, να επιλυθεί κάθε είδους πολυωνυµική
εξίσωση. Οι µιγαδικοί αριθµοί, απεικονίζονται στο R2 καθώς το σύνολο τους, C, είναι
ισόµορφο µε αυτό.

Ορισµός 1.3.1 (Φανταστική µονάδα). Η ϕανταστική µονάδα i ορίζεται ως η λύση της
εξίσωσης x2+1 = 0, δηλαδή i =

√
−1. Με ϐάση την ϕανταστική µονάδα, κάθε µιγαδικός

αριθµός z µπορεί να εκφραστεί ως z = a + bi µε a, b ∈ R.

Ορισµός 1.3.2 (Πραγµατικό µέρος, ϕανταστικό µέρος και συζυγής ενός µιγαδικού
αριθµού). Το πραγµατικό µέρος ενός µιγαδικού αριθµού z = a + bi συµβολίζεται µε
ℜ(z) και ορίζεται ωςℜ(z) = a. Το ϕανταστικό µέρος ενός µιγαδικού αριθµού z = a+bi
συµβολίζεται µε ℑ(z) και ορίζεται ως ℑ(z) = b. Ο συζυγής ενός µιγαδικού αριθµού
z = a + bi συµβολίζεται µε z̄ και ορίζεται ως z̄ = a − bi. Το πραγµατικό µέρος, το
ϕανταστικό µέρος και ο συζυγής ενός µιγαδικού αριθµού συνδέονται από τις σχέσεις :

ℜ(z) =
z + z̄

2
, ℑ(z) =

z − z̄

2i
. (1.142)

Ορισµός 1.3.3 (Πράξεις µεταξύ µιγαδικών αριθµών). ΄Εστω δύο µιγαδικοί αριθµοί
z1 = a1 + ib1 και z2 = a2 + ib2 και c1, c2 ∈ R. Τότε :

c1z1 + c2z2 = (c1a1 + c2a2) + i(c1b1 + c2b2) (1.143)

και :
z1z2 = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + b1a2) (1.144)

επιπλέον :
1
z1
=

a1

a2
1 + b2

1
− i

b1

a2
1 + b2

1
. (1.145)

Ορισµός 1.3.4 (Απόλυτη τιµή µιγαδικού αριθµού και πολική µορφή). ΄Εστω z = a+ ib
ένας µιγαδικός αριθµός, η απόλυτη τιµή ορίζεται ως |z| =

√
zz̄ =

√
a2 + b2. Η πολική

µορφή ενός µιγαδικού αριθµού δίνεται ως z = |z|eiArg(z). ΄Οπου Arg(z) = θ = arctan(b/a)
η γωνία του µιγαδικού αριθµού. Σύµφωνα µε τον τύπο του Euler, ισχύει η εξίσωση
eiθ = cos θ + i sin θ.

Ορισµός 1.3.5 (Εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση µιγαδικού αριθµού). Η εκθετι-
κή συνάρτηση ενός µιγαδικού αριθµού, που συµβολίζεται µε exp z = ez αναλύεται σε
πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος ως ακολούθως ez = ea+bi = ea cos b + iea sin b. Ο
λογάριθµος ενός µιγαδικού αριθµού, που συµβολίζεται µε log z ορίζεται ως η αντίστρο-
ϕος συνάρτηση της εκθετικής και αναλύεται σε πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος ως
ακολούθως log z = log |z| + iArg(z). ΄Οπου −π < Arg(z) ≤ π, έτσι ώστε ο κάθε µιγαδι-
κός αριθµός στο επίπεδο να ορίζεται µε µία µοναδική γωνία. Να σηµειώσουµε ότι, η
εκθετική συνάρτηση ενός ϕανταστικού αριθµού έχει περίοδο 2π, δηλαδή ei(θ+2π) = eiθ,
για αυτόν τον λόγο, η γωνία του µιγαδικού αριθµού Arg(z) περιορίζεται στο διάστηµα
(−π, π] ή [0, 2π).
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1.3.1 Μιγαδικές Συναρτήσεις

Με τον όρο της µιγαδικής συνάρτησης, εννοούµε µια συνάρτηση f (z) µε µεταβλητή
z = x + iy, ∀x, y ∈ R. Αυτή η συνάρτηση µπορεί να εκφραστεί ως µία συνάρτηση
µε δύο πραγµατικές µεταβλητές x, y ∈ R, µε την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση των
δύο µεταβλητών µπορεί να εκφραστεί ως σειρά Laurent της µιγαδικής µεταβλητής z =
x + iy.

Ορισµός 1.3.6 (Αναλυτικές συναρτήσεις και εξισώσεις Cauchy-Riemann). Αναλυτικές
λέγονται οι συναρτήσεις, οι οποίες µπορούν να παραγωγίζονται ανεξαρτήτως από την
γειτονιά µε την οποία πλησιάζουµε το σηµείο το οποίο παραγωγίζουµε. Υπό µορφή
εξισώσεων γράφουµε:

lim
h→0

f (z + h) − f (z)
h

.

Το παραπάνω όριο πρέπει να υπάρχει, ανεξαρτήτως από το πως το h πλησιάζει το 0
στο µιγαδικό επίπεδο. Ως συνέπεια, έχουµε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann. Οι εξι-
σώσεις Cauchy-Riemann εκφράζονται ως το ακόλουθο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων
µερικών παραγώγων:

fy = i fx , (1.146)

όπου fx και fy οι µερικές παράγωγοι ως προς x και y αντίστοιχα.

Ορισµός 1.3.7 (Αντίστροφη συνάρτηση και η παράγωγός της). Αν ορίσουµε δύο σύνολα
S και T και ότι η f είναι 1 − 1 στο S µε f (S) = T . Η g είναι η αντίστροφη συνάρτηση
της f στο T αν f (g(z)) = z για z ∈ T . ΄Οταν ορίζουµε την αντίστροφο µιας συνάρτησης
σε ένα σηµείο, τότε η αντίστροφη συνάρτηση ορίζεται σε µια γειτονιά του σηµείου. Για
την παράγωγο της αντίστροφης συνάρτησης, έχουµε την ακόλουθη πρόταση:
Αν g είναι η αντίστροφη συνάρτηση της f στο z0 και η g είναι συνεχής σε αυτό το σηµείο.
Αν η f είναι διαφορίσιµη στο σηµείο g(z0) και έχει παράγωγο την f ′(g(z0)), τότε η g
είναι διαφορίσιµη στο z0 και :

g′(z0) =
1

f ′(g(z0))
. (1.147)

Ορισµός 1.3.8 (Ολοκλήρωµα πάνω σε καµπύλη). ΄Εστω C µια οµαλή καµπύλη, που
δίνεται από την z(t) µε t ∈ [a, b], ∀a, b ∈ R και ας υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής σε
κάθε σηµείο της z(t). Τότε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του f πάνω στη C ορίζεται ως :∫

C
f (z) dz =

∫ b

a
f (z(t))

dz(t)
dt

dt. (1.148)

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα, εκτός από τα σηµεία της καµπύλης, εξαρτάται επίσης
από την ϕορά ολοκλήρωσης.

Παρακάτω παραθέτουµε λίγες από τις ιδιότητες του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος :

΄Εστω C µια οµαλή καµπύλη και −C η ίδια καµπύλη µε αντίθετη ϕορά, ας υποθέσουµε
ότι f και g είναι συνεχείς στο C και a ένας οποιοσδήποτε µιγαδικός αριθµός. Τότε :∫

−C
f (z) dz = −

∫
C

f (z) dz,∫
C

af (z) dz = a
∫

C
f (z) dz a ∈ C,∫

C
[f (z) + g(z)] dz =

∫
C

f (z) dz +
∫

C
g(z) dz.

(1.149)
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Ορισµός 1.3.9 (Κλειστή καµπύλη). Μια καµπύλη C ϑεωρείται κλειστή όταν τα τελικά
και αρχικά σηµεία συµπίπτουν. ∆ηλαδή αν µια οµαλή κλειστή καµπύλη C περιγράφε-
ται από την z(t) για t ∈ [a, b], τότε z(a) = z(b).

Θεώρηµα 1.3.1 (Θεώρηµα κλειστής καµπύλης). Εάν η f είναι µια ολόµορφη (αναλυ-
τική) συνάρτηση σε όλο το C και C µια λεία κλειστή καµπύλη, τότε :∫

C
f (z) dz = 0.

Λήµµα 1.3.1. Ας υποθέσουµε ότι µια κλειστή καµπύλη C περιέχει το σηµείο a, τότε :∫
C

dz

z − a
= 2πi.

Θεώρηµα 1.3.2. Ας υποθέσουµε ότι η f είναι αναλυτική σε ένα χωρίο D, το οποίο
περιέχει το σηµείο a και αν Γ είναι το σύνορο του χωρίου D, τότε :∫

Γ

f (z) dz =

∫
Γ

f (z) − f (a)
z − a

dz = 0.

Με ϐάση το παραπάνω ϑεώρηµα και το προηγούµενο λήµµα, έχουµε το παρακάτω
ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.3.3 (Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy). Αν υποθέσουµε ότι η f είναι
αναλυτική σε ένα χωρίο D, το οποίο περιέχει το σηµείο a και αν C είναι το σύνορο του
χωρίου D, τότε :

f (a) =
1

2πi

∫
C

f (z)
z − a

dz. (1.150)

Ο παραπάνω τύπος γενικεύεται και για πολλαπλότητες ως εξής :

f (k)(a) =
k!
2πi

∫
C

f (z)
(z − a)k+1 dz. (1.151)

Ορισµός 1.3.10 (Σειρές Laurent). Αν µια συνάρτηση f αναλύεται σε σειρές Laurent
γύρω από το z0, τότε η συνάρτηση µπορεί να εκφραστεί µε το ακόλουθο άθροισµα:

f (z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k, (1.152)

το οποίο συγκλίνει στο δακτύλιο :

D = {z : R1 < |z − z0| < R2}.

΄Οπου:
R2 = 1/ lim sup

k→∞
|ak |

1/k

R1 = 1/ lim sup
k→∞

|a−k |
1/k.
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Οι συντελεστές της σειράς Laurent γύρω από το z0 της συνάρτησης f δίνεται από την
σχέση:

ak =
1

2πi

∫
C

f (z)
(z − z0)k+1 dz, (1.153)

όπου C µια καµπύλη που περικλείει το χωρίο σύγκλισης.

Θεώρηµα 1.3.4 (Θεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων). ΄Οταν µια συνάρτηση f έχει
µεµονωµένη ασυνέχεια στο z0 και γ µια κλειστή καµπύλη, η οποία περικλείει µια
γειτονιά του z0 και αναλύεται σε σειρές Laurent γύρω από το z0, τότε :∫

γ
f (z) dz = 2πia−1 = 2πiRes(f ; z0). (1.154)

Αν η συνάρτηση f έχει µεµονωµένες ασυνέχειες στα σηµεία zk, k = 1, 2, 3, ..., n και
γ µια κλειστή καµπύλη, η οποία περικλείει τις γειτονιές των zk, k = 1, 2, 3, ..., n και
αναλύεται σε σειρές Laurent γύρω από τα σηµεία αυτά, τότε το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών
υπολοίπων γενικεύεται στην εξίσωση:∫

γ
f (z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f ; zk). (1.155)

Ο υπολογισµός των ολοκληρωτικών υπολοίπων δίνεται υπό την µορφή ορίου:

Res(f ; z0) = lim
z→z0

(z − z0)f (z)

και όταν ο πόλος στο z0 είναι της τάξης του k:

Res(f ; z0) = lim
z→z0

1
(k − 1)!

dk−1

dzk−1 [(z − z0)kf (z)].

Λήµµα 1.3.2. ΄Εστω ότι µια συνάρτηση f έχει ϱίζες στα σηµεία zk, k = 1, 2, 3, ..., n και
πόλους στα σηµεία pk, k = 1, 2, 3, ..., m. ΄Εστω επίσης µια αναλυτική συνάρτηση g και
γ µια κλειστή καµπύλη, η οποία περικλείει τις γειτονιές των zk, k = 1, 2, 3, ..., n και
pk, k = 1, 2, 3, ..., m, τότε το παρακάτω ολοκλήρωµα υπολογίζεται ως :∫

γ
g(z)

f ′(z)
f (z)

dz = 2πi
n∑

k=1

g(zk) − 2πi
m∑

k=1

g(pk). (1.156)

Για περισσότερα πάνω στην µιγαδική ανάλυση και την απόδειξη των ϑεωρηµάτων, ο
αναγνώστης µπορεί να παραπεµφθεί στο ϐιβλίο [4].

1.4 Ασυµπτωτική Συµπεριφορά

Σε αυτήν την ενότητα, ϑα ασχοληθούµε µε τις ϐασικές έννοιες της ασυµπτωτικής ανάλυ-
σης. Ο αναγνώστης για παραπάνω πληροφορίες πάνω σε αυτό το ϑέµα, παραπέµπεται
στο ϐιβλίο [12].
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Ορισµός 1.4.1 (Μεγάλο O µιας συνάρτησης). Αν µια συνάρτηση f (x) είναι µεγάλο O
της g(x), καθώς x → x0, τότε υπάρχει µια σταθερά M > 0 έτσι ώστε :

|f (x)| ≤ Mg(x), x → x0 (1.157)

για κάθε x µε 0 < |x − x0| < δ, για κάποιο δ > 0. Για λόγους συντοµίας, γράφουµε:

f (x) = O(g(x)), x → x0. (1.158)

Μερικές από τις ϐασικές ιδιότητες του µεγάλου O, καθώς n → ∞ είναι :

f (n) = O(f (n)),
c O(f (n)) = O(f (n)) c ∈ R,

O(f (n)) + O(f (n)) = O(f (n)),
O(O(f (n))) = O(f (n)),

O(f (n))O(g(n)) = O(f (n)g(n)).

(1.159)

Ορισµός 1.4.2 (Ασυµπτωτική ισότητα δυο συναρτήσεων). Ορίζουµε ότι µια συνάρτηση
f (x) είναι ασυµπτωτικά ίση µε µια συνάρτηση g(x) καθώς x → ∞ ή x → x0, όταν :

lim
x→∞

f (x)
g(x)

= 1 (1.160)

ή :

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 1. (1.161)

Για λόγους συντοµίας, γράφουµε:

f (x) ∼ g(x), x → ∞ή x0 ∈ R. (1.162)

Μερικές από τις ϐασικές ιδιότητες της ασυµπτωτικής ισότητας ∼, καθώς είναι µια σχέση
ισοδυναµίας επί του συνόλου των συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται σε διάστηµα που
περιέχει το άπειρο, είναι :

f (x) ∼ f (x),
f (x) ∼ g(x)⇒ g(x) ∼ f (x),

f (x) ∼ g(x), g(x) ∼ h(x)⇒ f (x) ∼ h(x).
(1.163)

Ορισµός 1.4.3 (Μικρό o µιας συνάρτησης). Αν µια συνάρτηση f (x) είναι µικρό o της
g(x), καθώς x → x0 ή x → ∞, όταν :

lim
x→∞

f (x)
g(x)

= 0 (1.164)

ή :

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 0 (1.165)

Για λόγους συντοµίας, γράφουµε:

f (x) = o(g(x)), x → ∞ or x0 ∈ R (1.166)

25



Εφαρµογή που ϑα µας χρειαστεί :

Λήµµα 1.4.1 (Λήµµα Riemann - Lebesgue). Εάν µια συνάρτηση f (x) είναι συνεχής
στο διάστηµα (a, b) εκτός από πεπερασµένο αριθµό σηµείων, τότε :∫ b

a
f (t)eixt dt = o(1), x → ∞, (1.167)

µε την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωµα συγκλίνει καθώς το x τείνει στο άπειρο.

Με τη ϐοήθεια του Λήµµατος Riemann - Lebesgue και εάν f ∈ C1[a, b], τότε :∫ b

a
f (t)eixt dt ∼

i

x
[eiax f (a) − eibx f (b)] + o

(1
x

)
, x → ∞. (1.168)

Η παραπάνω εξίσωση, µπορεί να αποδειχτεί µε κατά µέρους ολοκλήρωση.

1.5 Θεωρία Μέτρου

Η ϑεωρία του µέτρου γενικεύει τόσο τις γεωµετρικές έννοιες (µήκος, εµβαδόν, όγκος,
κλπ) όσο και πιο αφηρηµένες έννοιες, όπως µάζα, πιθανότητα ενός γεγονότος κ.ά.. Για
παραπάνω µελέτη πάνω στην ϑεωρία του µέτρου ο αναγνώστης µπορεί να παραπεµ-
ϕθεί στο ϐιβλίο [10]. Σε αυτήν την ενότητα δίνουµε ορισµένα ϑεωρήµατα και µερικά
παραδείγµατα µέτρων που ϑα µας χρειαστούν.

Θεώρηµα 1.5.1 (Μετρήσιµα σύνολα). Ας υποθέσουµε ότι το σύνολο E περιέχεται στο
σύνολο Ω. Το σύνολο E είναι µετρήσιµο αν υπάρχει µία ακολουθία κλειστών συνόλων
Fk που περιέχονται στο E και µια ακολουθία ανοικτών συνόλων Ωk που περιέχουν το
σύνολο E, έτσι ώστε :

µ(Ωk − Fk)→ 0, k → ∞.

Να σηµειώσουµε ότι αν F είναι ένα σύνολο κλειστών συνόλων µέσα στο E και Ω είναι ένα
σύνολο ανοικτών συνόλων που περιέχουν το σύνολο E, αν το σύνολο E είναι µετρήσιµο,
τότε :

µ(E) = sup
F⊆E

µ(F ) = inf
E⊆Ω

µ(Ω).

Θεώρηµα 1.5.2. Αν δύο µετρήσιµα σύνολα E1 και E2, τότε :

µ(E1 ∪ E2) = µ(E1) + µ(E2) − µ(E1 ∩ E2).

΄Αρα η ένωση δύο µετρήσιµων συνόλων είναι ένα µετρήσιµο σύνολο.

Να σηµειώσουµε ότι το µηδενικό µέτρο είναι µετρήσιµο, δηλαδή το µέτρο µ(E) = 0
είναι µετρήσιµο.

Θεώρηµα 1.5.3. ΄Εστω ένα ϕραγµένο σύνολο Ω και µια ακολουθία από µετρήσιµα
διαχωρισµένα σύνολα {Ek}

n
k=1, τότε η ένωση των συνόλων E = ∪n

k=1Ek είναι µετρήσιµη
και :

µ(E) =
n∑

k=1

µ(Ek).
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Μετρήσιµες συναρτήσεις

Για τα παρακάτω, ορίζουµε το ακόλουθο µέτρο στο σύνολο Ω:

µ(Ω) =
∫
Ω

f dx.

Ορισµός 1.5.1. ΄Εστω ένα ϕραγµένο ανοικτό σύνολο Ω και f µια συνάρτηση που
ορίζεται στο σύνολο αυτό. Τότε η συνάρτηση f είναι µετρήσιµη αν και µόνο αν υπάρχει
µια ακολουθία από µετρήσιµα κλειστά σύνολα Fk όπου η συνάρτηση είναι συνεχής,
τότε :

µ(Ω) − µ(Fk) ≤ ϸ, ∀ϸ > 0.

Θεώρηµα 1.5.4 (Θεώρηµα σύγκλισης του Lebesgue). Αν µια ακολουθία ολοκληρώσι-
µων συναρτήσεων fk η οποία συγκλίνει σε όλο το ανοικτό σύνολο Ω στην συνάρτηση
f . Αν η ακολουθία συναρτήσεων είναι ϕραγµένες κατά απόλυτη τιµή από µια ολοκλη-
ϱώσιµη συνάρτηση από πάνω, δηλαδή |fk | ≤ g τότε ισχύει το όριο :∫

Ω

f dx = lim
k→∞

∫
Ω

fk dx.

Θεώρηµα 1.5.5 (Θεώρηµα του Fubini). Αν δύο σύνολα Ω1 ⊂ R
n1 και Ω2 ⊂ R

n2 είναι µε-
τρήσιµα κατά Lebesgue και ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο
σύνολο Ω = Ω1×Ω2. Τότε για σχεδόν κάθε x ∈ Ω1, η συνάρτηση

∫
Ω1

f (x, y) dx είναι ολο-
κληρώσιµη κατά Lebesgue στο Ω2 και η συνάρτηση

∫
Ω2

f (x, y) dy είναι ολοκληρώσιµη
στο Ω1, τότε :∫

Ω

f (x, y) dx dy =

∫
Ω2

∫
Ω1

f (x, y) dx dy =

∫
Ω1

∫
Ω2

f (x, y) dy dx.

1.5.1 Ολοκληρώµατα Riemann-Stieltjes

Θεώρηµα 1.5.6 (Ολοκλήρωµα Riemann-Stieltjes). Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση g
είναι συνεχής και F αύξουσα στο διάστηµα I. Τότε :∫

I
g(x) dF (x) = lim

max1≤i≤n |xi−xi−1 |→0

n∑
i=1

g(ξi)(F (xi) − F (xi−1)).

΄Οπου (x0 < x1 < ... < xn) ∈ I είναι ένας διαµερισµός του I και ξi είναι αυθαίρετα
σηµεία στο [xi−1, xi).

Θεώρηµα 1.5.7. Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση F είναι µονότονη και πραγµατική
στο διάστηµα I. Και αν υποθέσουµε ότι η h είναι ϐηµατική και µε πραγµατικές τιµές
στο διάστηµα I, έτσι ώστε :

h(t) =
n∑

i=1

1(ti ∈ Ii)ci ,

µε Ii = (ai , bi) είναι ένας διαµερισµός του συνόλου I τότε το ολοκλήρωµα Riemann-
Stieltjes γράφεται ως : ∫

I
h(x) dF (x) =

n∑
i=1

ci(F (bi) − F (ai)).
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Λήµµα 1.5.1. Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση F είναι ϐηµατική και αύξουσα στο
διάστηµα I, έτσι ώστε :

F (t) =
n∑

i=1

aiu(t − ti),

µε (t0 < t1 < ... < tn) ∈ I και ai ≥ 0. Τότε, αν η g είναι συνεχής :∫
I
g(x) dF (x) =

n∑
i=1

g(ti)ai.

Για περισσότερα πάνω στα ολοκληρώµατα Riemann-Stieltjes, ο αναγνώστης παρα-
πέµπεται στο ϐιβλίο [6].

1.5.2 Παραδείγµατα µέτρων

Ορισµός 1.5.2 (Μέτρο Lebesgue). Ορίζουµε το µέτρο Lebesgue ενός συνόλου Ω µε το
ακόλουθο ολοκλήρωµα:

µ(Ω) =
∫
Ω

dx.

Ορισµός 1.5.3 (Μέτρο Dirac). Ας υποθέσουµε ότι (X, A ) είναι ένας οποιοδήποτε µε-
τρήσιµος χώρος και x ∈ X ένα σηµείο. Τότε δx : A → {0, 1} ορίζεται για το σύνολο
Ω ∈ A ως:

δx(Ω) =
{

1 x ∈ Ω
0 x < Ω

(1.169)

είναι ένα µέτρο. Λέγεται µέτρο δέλτα του Dirac ή µοναδιαίας µάζας στο σηµείο x. Το
µέτρο δέλτα του Dirac έχει την ακόλουθη ιδιότητα :∫

B
dδx(y) =

∫
B

δ(x − y) dx,

όπου δ(x − y) είναι η συνάρτηση δέλτα του Dirac.

Ορισµός 1.5.4 (Μέτρο µέτρησης). Ας υποθέσουµε ότι (X, A ) είναι ένας µετρήσιµος
χώρος. Τότε :

|Ω| =

{
N(Ω) N(Ω) < ∞
+∞ N(Ω) = ∞,

(1.170)

είναι ένα µέτρο. Λέγεται µέτρο µέτρησης. Με N(Ω) το µέγεθος του συνόλου Ω ∈ A .

1.5.3 Ιδιότητες χαρακτηριστικών συναρτήσεων

Ορισµός 1.5.5 (Χαρακτηριστική συνάρτηση). Η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συ-
νόλου Ω, 1Ω(x) είναι µια συνάρτηση µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

1Ω(x) =
{

1 x ∈ Ω
0 x < Ω

(1.171)

και : ∫
B
1Ω(x) dx =

∫
B∩Ω

dx.
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Επίσης, έχουµε τις ακόλουθες ιδιότητες :

΄Εστω A και B δύο σύνολα τότε :

1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x) − 1A∩B(x)

και :
1A∩B(x) = 1A(x)1B(x).

Τελεστής κανονικοποίησης της συνάρτησης δέλτα

΄Ενας τελεστής που ϑα µας χρειαστεί είναι ο τελεστής ĥ, ο τελεστής αυτός είναι γραµµι-
κός και έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

ĥ(af (x) + bg(x)) = aĥ(f (x)) + bĥ(g(x)), ∀a, b ∈ C (1.172)

και : ∫
B

f (x) dx =

∫
B

dĥ(f (x)). (1.173)

Η τελευταία ιδιότητα, µας δείχνει ότι ο τελετής ĥ απεικονίζει την συνάρτηση f (x) στο
αντίστοιχο µέτρο της. Ας πάρουµε ως παράδειγµα την συνάρτηση δέλτα του Dirac,
ϐάσει της παραπάνω ιδιότητας έχουµε:∫

B
δ(x − x ′) dx =

∫
B

dĥ(δ(x − x ′)). (1.174)

Οπότε το µέτρο που ικανοποιεί την παραπάνω εξίσωση είναι το µέτρο του Dirac, δηλα-
δή:

ĥ(δ(x − x ′)) = δ{x′}(x), (1.175)

µε :

δ{x′}(x) =
{

1 x ∈ {x ′}
0 x < {x ′}.

(1.176)

΄Οπου {x ′} το σύνολο που έχει ως µόνο στοιχείο το x ′. Ακόµα ένα παράδειγµα, είναι
να ϐρούµε την συνάρτηση την οποία όταν αθροίζεται, ϐγάζει µια γνωστή συνάρτηση.
∆ηλαδή:

Sx[f ] =
∑
n≤x

f (n), (1.177)

µε Sx[f ] µια γνωστή συνάρτηση και f (n) η συνάρτηση που ϑέλουµε να ϐρούµε. Αν
παραγωγίσουµε την συνάρτηση Sx[f ], εύκολα ϕτάνουµε στο συµπέρασµα ότι :

dSx[f ]
dx

=
∑

a≤n≤b

f (n)δ(x − n). (1.178)

΄Οπου, αν χρησιµοποιήσουµε τον τελεστή ĥ καταλήγουµε στο ότι :

f (x)1[a,b](x) = ĥ(
dSx[f ]

dx
), x ∈ Z. (1.179)
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1.6 Τεχνικές ΄Αθροισης

Στην ενότητα αυτή, ϑα παρουσιάσουµε µερικές τεχνικές άθροισης, καθώς και την α-
συµπτωτική συµπεριφορά των αθροισµάτων για αρκετά µεγάλο άνω άκρο. Αυτές οι
τεχνικές άθροισης περιλαµβάνουν τη µέθοδο µερικής άθροισης του Abel και τη ϕόρ-
µουλα άθροισης των Euler-Maclaurin.

1.6.1 Μέθοδος µερικής άθροισης του Abel

΄Εστω {an}
∞
n=1 µια ακολουθία µιγαδικών αριθµών και f (t) µια συνεχώς διαφορίσιµη

συνάρτηση στο [y, x], αν ϑέσουµε:

A(t) =
∑
n≤t

an,

τότε : ∑
y<n≤x

anf (n) = A(x)f (x) − A(y)f (y) −
∫ x

y
A(t)f ′(t) dt. (1.180)

΄Αθροιση κατά µέρη

Μία περίπτωση διακριτής µέθοδος µερικής άθροισης του Abel, είναι η εξής :

΄Εστω {fn}
∞
n=1 και {gn}

∞
n=1 δύο ακολουθίες µιγαδικών αριθµών. Τότε :

n∑
k=m

gk(fk+1 − fk) = gnfn+1 − gmfm −

n∑
k=m+1

fk(gk − gk−1). (1.181)

1.6.2 Αριθµοί και πολυώνυµα Bernoulli

Στον παρόν κεφάλαιο, ϑα ασχοληθούµε µε τους αριθµούς και τα πολυώνυµα
Bernoulli, καθώς ϑα µας χρειαστούν για την ϕόρµουλα άθροισης των Euler-Maclaurin.

Αριθµοί Bernoulli

Για τους αριθµούς Bernoulli, ορίζεται ο ακόλουθος αναδροµικός τύπος :

B0 = 1,

Bn+1 =

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
Bk.

΄Ενας άλλος ορισµός των αριθµών Bernoulli, είναι µέσω της ακόλουθης γεννήτριας
συνάρτησης :

x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk
xk

k!
.
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Πολυώνυµα Bernoulli

Για τα πολυώνυµα Bernoulli, ορίζεται ο ακόλουθος αναδροµικός τύπος :

Bn(t) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bn−ktk.

΄Ενας άλλος ορισµός των πολυωνύµων Bernoulli, είναι µέσω της ακόλουθης γεννήτριας
συνάρτησης :

xetx

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk(t)
xk

k!
.

1.6.3 Φόρµουλα άθροισης των Euler-Maclaurin

Σε αυτή την ενότητα, παρουσιάζουµε τη ϕόρµουλα άθροισης των Euler-Maclaurin την
οποία απέδειξε το 1736 ο Leonard Euler για να υπολογίσει σειρές, καθώς και ο Colin
Maclaurin την απέδειξε ανεξάρτητα το 1742, για να υπολογίσει ολοκληρώµατα.

Θεώρηµα 1.6.1 (Φόρµουλα άθροισης των Euler-Maclaurin). ΄Εστω µια συνάρτηση f (t)
ορισµένη στο διάστηµα [y, x] για y, x ∈ R, µε συνεχή παράγωγο σε αυτό. Τότε :∑

y<n≤x

f (n) =
∫ x

y
f (t) dt +

∫ x

y
{t}f ′(t) dt − f (x){x} + f (y){y}. (1.182)

Θεώρηµα 1.6.2 (Γενικευµένη ϕόρµουλα άθροισης Euler-Maclaurin). Με ϐάση τις ι-
διότητες των αριθµών και πολυωνύµων Bernoulli, µε κατά παράγοντες ολοκλήρωση
έχουµε την ακόλουθη ϕόρµουλα:

b∑
j=a

f (j) =
1
2

[f (a) + f (b)] +
∫ b

a
f (t) dt +

m∑
s=1

(−1)s+1 Bs+1

(s + 1)!
(f (s)(b) − f (s)(a)) + Rm(a, b)

(1.183)
µε :

Rm(a, b) =
(−1)m

(m + 1)!

∫ b

a
Bm+1(t)f (m+1)(t) dt.

΄Οπου a, b, m ϑετικοί ακέραιοι, a < b, και f (t) ορισµένη στο διάστηµα [a, b] και m + 1
ϕορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα αυτό, καθώς και η f (m+1)(t) είναι απολύτως ολοκλη-
ϱώσιµη στο [a, b].

Σύµφωνα µε την ϕόρµουλα άθροισης Euler-Maclaurin, ο πρωτεύων όρος στο ασυµπτω-
τικό της άθροισµα εξαρτάται από την συµπεσιφορά του αθροίσµατος. ∆ηλαδή:

N∑
j=1

f (j) ∼
∫ N

1
f (t) dt,

εάν :
∞∑

j=1

f (j) = ∞

και :
N∑

j=1

f (j) ∼ C.
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Επίσης, εάν :
∞∑

j=1

f (j) < ∞,

όπου:

C = lim
m→∞

1
2

f (0) +
m∑

s=1

(−1)s Bs+1

(s + 1)!
f (s)(0) +

(−1)m

(m + 1)!

∫ ∞

0
Bm+1({t})f (m+1)(t) dt

 .

Για αποδείξεις των ϑεωρηµάτων και για περισσότερες ιδιότητες των πολυωνύµων και των
αριθµών Bernoulli αναγνώστης µπορεί να απευθυνθεί στο ϐιβλίο [12].

1.7 Θεώρηµα Πρώτων Αριθµών

Το ϑεώρηµα πρώτων αριθµών, περιγράφει την ασυµπτωτική κατανοµή των πρώτων α-
ϱιθµών ανάµεσα στους ϑετικούς ακέραιους αριθµούς. Το ϑεώρηµα έχει αποδειχτεί από
τους Jacques Hadamard και Charles Jean de la Vallée Poussin, χρησιµοποιώντας
τις ιδέες του Bernhard Riemann και τις ιδιότητες της συνάρτησης Ϲήτα στο µιγαδικό
επίπεδο. Για να περιγράψουν την κατανοµή των πρώτων αριθµών, πρώτος ο Gauss ει-
σήγαγε την έννοια της συνάρτησης µέτρησης πρώτων αριθµών, π(x), που µετράει τους
πρώτους αριθµούς µικρότερους ή ίσους του x. Η εµπειρική προσέγγιση του Gauss για
την συνάρτηση π(x) είναι :

π(x) ∼
x

log(x)
, x → ∞. (1.184)

Αργότερα, οι Jacques Hadamard και Charles Jean de la Vallée Poussin χρησιµοπο-
ίησαν τις εργασίες του Bernhard Riemann για να ϕτάσουν στην παρακάτω προσέγγι-
ση:

π(x) ∼ Li(x) =
∫ x

2

1
log(t)

dt, x → ∞. (1.185)

Για την απόδειξη των παραπάνω προσεγγίσεων της συνάρτησης π(x), ο αναγνώστης
µπορεί να απευθυνθεί στο ϐιβλίο [2], καθώς ξεφεύγει από τον σκοπό της εργασίας.
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Κεφάλαιο 2

Τεχνικές Αντιστροφής Σειρών
Dirichlet

Με τον όρο αντιστροφή των σειρών Dirichlet, εννοούµε την εύρεση της συνάρτησης την
οποία έχει ως γεννήτορα η σειρά αυτή. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε αυτό
το πρόβληµα, το οποίο έχει απασχολήσει αρκετούς µαθηµατικούς όπως ο Lagrange,
ο Perron, κ.λ.π, καθώς και ϑα εισάγουµε προσεγγιστικούς υπολογισµούς. Οι σειρές
αυτές είχαν εισηγηθεί πρώτα από τον J.P.G.L. Dirichlet και παίζουν σηµαντικό ϱόλο
στην αναλυτική ϑεωρία των αριθµών, επειδή έχουν στενή σχέση µε τους πρώτους αριθ-
µούς και το ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών. Ο πρώτος που ϐρήκε την σχέση αυτή ήταν
ο Euler, µε την πολλαπλασιαστική σχέση της συνάρτησης Ϲήτα. Αργότερα ο Riemann
χρησιµοποίησε την σχέση αυτή για να αποδείξει το ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών. Σε
όλη την διάρκεια αυτής της εργασίας, οι σειρές Dirichlet ϑα ορίζονται ως εξής :

D(f, s) =
∞∑

n=1

f (n)
ns

. (2.1)

΄Οπου f (n) είναι η γεννήτρια συνάρτηση, που ϑέλουµε µε διάφορες τεχνικές, να
ϐρεθεί.

2.1 ΄Ηδη Υπάρχουσες Τεχνικές

Μία γνωστή τεχνική αντιστροφής είναι υπό την µορφή ορίου, όπως δίνεται
παρακάτω :

f (k) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
kσ+itD(f, σ + it) dt (2.2)

ή, µε αλλαγή µεταβλητών :

f (k) = lim
T→∞

1
2iT

∫ σ+iT

σ−iT
ksD(f, s) ds. (2.3)

΄Οπου σ > σ0, µε το σ0 ∈ R να είναι η τετµηµένη σύγκλισης των σειρών Dirichlet
D(f, s) και k ∈ N ένας ϕυσικός αριθµός. Οι παραπάνω εξισώσεις, ϑα χρησιµοποιηθούν
για πιο αυστηρές και ακριβείς προσεγγίσεις στα προβλήµατα που ϑα ασχοληθούµε
παρακάτω. Για την απόδειξη των εξισώσεων 2.2 και 2.3, σας παραπέµπουµε στο ϐιβλίο
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[1]. Να προσθέσουµε ότι, οι εξισώσεις 2.2 και 2.3, µπορούν να ϑεωρηθούν ως µία
µορφή αντιστροφής Mellin ή, µία περίπτωση αντιστροφής Fourier και αποδίδονται στον
Perron. Μία άλλη τεχνική, είναι να µετατρέψουµε τις σειρές Dirichlet σε ϕραγµένο
άθροισµα της γεννήτριας συνάρτησης, δηλαδή :

F (k) =
∑

1≤n≤k

f (n) (2.4)

ή, µέσω µιγαδικής ολοκλήρωσης:

F (k) =
∫ σ+i∞

σ−i∞

ks

s
D(f, s)

ds

2πi
. (2.5)

Οπότε, σύµφωνα µε τις [1] και [3] παίρνουµε την συνάρτηση f (k) ως εξής :

f (k) = F (k) − F (k − 1), (2.6)

όπου, σύµφωνα µε την 2.5 έχουµε:

f (k) =
∫ σ+i∞

σ−i∞

ks − (k − 1)s

s
D(f, s)

ds

2πi
. (2.7)

Οι άλλες γνωστές τεχνικές αντιστροφής δεν ϑα αναφερθούν σε αυτήν την εργασία, καθώς
ξεφεύγουν από τον σκοπό της, οπότε ο αναγνώστης µπορεί να παραπεµφθεί σε σχετικά
ϐιβλία.

2.2 Τεχνικές αντιστροφής µε ολοκληρώµατα

2.2.1 Αντιστροφή µέσω κατασκευής πυρήνων

Σε αυτήν την υποενότητα, ϑα κατασκευάσουµε ολοκληρωτικούς πυρήνες (kernels), έτσι
ώστε µέσω ολοκλήρωσης, να ϐρούµε την γεννήτρια συνάρτηση (f (n)) των σειρών Dirich-
let (D(f, s)). Για να επιτευχθεί αυτό, κατασκευάζουµε τους ολοκληρωτικούς πυρήνες
(K(x, s)) τέτοιοι ώστε :

f (x) =
∫ σ+i∞

σ−i∞
K(x, s)D(f, s)

ds

2πi
. (2.8)

΄Ενα παράδειγµα τέτοιου πυρήνα ορίζεται από την 2.7:

K(k, s) =
ks − (k − 1)s

s
, (2.9)

ο οποίος ϑα µας απασχολήσει αργότερα για να κάνουµε προσεγγίσεις στο άπειρο. Η
2.9 µπορεί να οριστεί από το ακόλουθο µιγαδικό ολοκλήρωµα:

K(k, s) =
1
s

∮
C

zs

(z − k)(z − k + 1)
dz

2πi
. (2.10)

΄Οπου C είναι µια οποιαδήποτε κλειστή καµπύλη, που περικλείει τους πόλους {k, k−1},
αλλά όχι το µηδέν και εκεί που δεν ορίζεται η zs. Από την 2.10 µπορεί να οριστεί ο
εξής τελεστής :

ĤF (k) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n!
dnF (z)

dzn
|z=k. (2.11)
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Η παραπάνω εξίσωση, είναι ένας συνδυασµός του ϑεωρήµατος του Cauchy και του
αθροίσµατος της γεωµετρικής προόδου. ΄Ενας περιορισµός του τελεστή αυτού, είναι
ότι η συνάρτηση που εφαρµόζουµε τον τελεστή πρέπει να είναι ¨λεία¨, δηλαδή να είναι
άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη, µε άλλα λόγια η συνάρτηση πρέπει να είναι C∞.

Για F (z) = zs, το K(k, s) γίνεται :

K(k, s) =
1
s

∞∑
n=1

(−1)n+1

n!
Γ(s + 1)ks−n

Γ(s + 1 − n)
. (2.12)

Η παραπάνω εξίσωση, µπορεί να αποδειχτεί παίρνοντας την εξίσωση 2.9 και εφαρµόζο-
ντας το διωνυµικό ϑεώρηµα.

Για τους παρακάτω πυρήνες ολοκλήρωσης ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα της συ-
νάρτησης δέλτα του Dirac και του παρακάτω ολοκληρώµατος :

δ(x − a) =
∫ σ+i∞

σ−i∞

xs−1

as

ds

2πi
. (2.13)

Ας πάρουµε την εξίσωση:

f (x)
∞∑

n=1

δ(x − n) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds. (2.14)

Για να πάρουµε την συνάρτηση f (k), ένας τρόπος είναι να µετατρέψουµε την παραπάνω
εξίσωση ως εξής :

∞∑
n=1

f (n)δ(x − n)→
∞∑

n=1

f (n)sinc(k − n) = f (k). (2.15)

Για να επιτευχθεί αυτό, χρησιµοποιούµε την εξής συνέλιξη :

f (k) =
∫ ∞

0
sinc(k − x)

∞∑
n=1

f (n)δ(x − n) dx (2.16)

ή :

f (k) =
∫ ∞

0
sinc(k − x)

1
2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds dx. (2.17)

Αλλάζοντας την σειρά ολοκλήρωσης, παίρνουµε τον εξής ολοκληρωτικό πυρήνα:

K(k, s) =
∫ ∞

0
sinc(k − x)xs−1 dx. (2.18)

Μια άλλη τεχνική κατασκευής ολοκληρωτικού πυρήνα, είναι να µετατρέψουµε τις σει-
ϱές Dirichlet σε σειρές Fourier ή σειρά Laurent µε µιγαδική µεταβλητή z. Αυτό επι-
τυγχάνεται µε την ίδια τεχνική που χρησιµοποιούµε για να πάρουµε τον ολοκληρωτικό
πυρήνα 2.18, δηλαδή:

∞∑
n=1

f (n)e−inθ =

∫ ∞

0
e−ixθ 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds dx. (2.19)
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Αλλάζοντας την σειρά ολοκλήρωσης και την εξίσωση 1.65 έχουµε:∫ ∞

0
e−ixθxs−1 dx =

Γ(s)
(iθ)s

. (2.20)

Μπορούµε επίσης, να χωρίσουµε την σειρά αυτή σε ηµιτονικές και συνηµιτονικές σειρές
ως εξής :

∞∑
n=1

f (n)cos(nθ) =
∫ ∞

0
cos(θx)

1
2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds dx, (2.21)

∞∑
n=1

f (n)sin(nθ) =
∫ ∞

0
sin(θx)

1
2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds dx. (2.22)

΄Οπου µε ίδια ϐήµατα και χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 1.66 και 1.67 έχουµε τις
παρακάτω εξισώσεις : ∫ ∞

0
cos(θx)xs−1 dx =

Γ(s)
θs

cos
(πs

2

)
, (2.23)∫ ∞

0
sin(θx)xs−1 dx =

Γ(s)
θs

sin
(πs

2

)
. (2.24)

Οπότε, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα αντιστροφής των σειρών Fourier έχουµε τους εξής
ολοκληρωτικούς πυρήνες :

K(k, s) =
∫ π

−π
eikθ Γ(s)

(iθ)s

dθ

2π
, ℜ(s) > 0, (2.25)

K(k, s) =
∫ π

−π
cos(kθ)

Γ(s)
θs

cos
(πs

2

) dθ

2π
, ℜ(s) > 0, (2.26)

και :
K(k, s) =

∫ π

−π
sin(kθ)

Γ(s)
θs

sin
(πs

2

) dθ

2π
, ℜ(s) > 0. (2.27)

Για την περίπτωση των σειρών µε µεταβλητή z εργαζόµαστε µε τον ίδιο τρόπο µε τις
σειρές Fourier, δηλαδή:

∞∑
n=1

f (n)z−n =

∫ ∞

0
z−x 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds dx. (2.28)

Αλλάζοντας την ϕορά ολοκλήρωσης, µας δίνει :∫ ∞

0
e−xlog(z)xs−1 dx =

Γ(s)
(log(z))s

. (2.29)

΄Ετσι, σύµφωνα µε την αντιστροφή του µετασχηµατισµού Ζήτα, λαµβάνουµε τον παρα-
κάτω ολοκληρωτικό πυρήνα:

K(k, s) =
1

2πi

∮
C

zk−1 Γ(s)
(log(z))s

dz. (2.30)

΄Οπου η κλειστή καµπύλη C περικλείει το πεδίο σύγκλισης της συνάρτησης Γ(s)
(log(z))s .

Να σηµειωθεί εδώ, ότι στους προαναφερθέντες ολοκληρωτικούς πυρήνες, περιοριζόµα-
στε για k ∈ N, δηλαδή για τους ϕυσικούς αριθµούς.
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2.2.2 Με σύµµορφη απεικόνιση

Μία άλλη τεχνική αντιστροφής των σειρών Dirichlet, είναι µε την ϐοήθεια της σύµµορ-
ϕης απεικόνισης. Για αρχή, παίρνουµε ως αναφορά το παρακάτω ολοκλήρωµα:

f (x)
∞∑

n=1

δ(x − n) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1D(f, s) ds. (2.31)

Μετά, ϑεωρώντας ότι η D(f, s) είναι µεροµορφική συνάρτηση, διαχωρίζουµε το παρα-
πάνω ολοκλήρωµα ως εξής :

lim
T→∞

1
2πi

∫ σ+2πiT

σ−2πiT
xs−1D(f, s) ds = lim

T→∞

T−1∑
n=−T

1
2πi

∫ σ+2πi(n+1)

σ+2πin
xs−1D(f, s) ds. (2.32)

΄Υστερα, χρησιµοποιούµε την εξής σύµµορφη απεικόνιση:

exp : C→ (0,+∞) × R/2πZ.

΄Οπου exp είναι η γνωστή εκθετική συνάρτηση µε αντίστροφο log, C είναι το σύνολο
των µιγαδικών αριθµών, R είναι το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, 2πZ είναι το
σύνολο των ακέραιων αριθµών πολλαπλασιασµένοι µε 2π και R/2πZ είναι το σύνολο
των πραγµατικών αριθµών µε τα ακέραια πολλαπλάσια του 2π να είναι ίσα µε µηδέν.
Οπότε µε αυτήν την συνάρτηση, έχουµε το παρακάτω ολοκλήρωµα :

lim
T→∞

T−1∑
n=−T

1
2πi

∮
|z|=eσ

x log(z)−1

z
D(f, log(z)) dz, (2.33)

ή :

lim
T→∞

2T

2πi

∮
|z|=eσ

x log(z)−1

z
D(f, log(z)) dz. (2.34)

Γυρίζοντας στην ισότητα 2.32, έχουµε:

lim
T→∞

2T

2πi

∮
|z|=eσ

x log(z)−1

z
D(f, log(z)) dz = lim

T→∞

1
2πi

∫ σ+2πiT

σ−2πiT
xs−1D(f, s) ds. (2.35)

∆ιαιρώντας µε 2T και πολλαπλασιάζοντας µε x, µας δίνει το παρακάτω αποτέλεσµα:

1
2πi

∮
|z|=eσ

x log(z)

z
D(f, log(z)) dz = lim

T→∞

1
4πiT

∫ σ+2πiT

σ−2πiT
xsD(f, s) ds. (2.36)

Το οποίο, µε αλλαγή µεταβλητών, είναι ίσο µε :

1
2πi

∮
|z|=eσ

x log(z)

z
D(f, log(z)) dz = lim

N→∞

1
2iN

∫ σ+iN

σ−iN
xsD(f, s) ds. (2.37)

΄Ετσι, από την 2.3 ϐγάζουµε το συµπέρασµα ότι :

f (k) =
1

2πi

∮
|z|=eσ

klog(z)

z
D(f, log(z)) dz. (2.38)

Που, µπορεί να επεκταθεί στο ολοκλήρωµα:

f (k) =
1

2πi

∮
C

klog(z)

z
D(f, log(z)) dz. (2.39)
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΄Οπου C είναι οποιαδήποτε κλειστή καµπύλη, στην οποία ο λογάριθµος (log(z)) µπορεί
να οριστεί (branch cut integral).

Μια άλλη απόδειξη είναι η εξής :

1
2πi

∮
C

klog(z)

z
D(f, log(z)) dz =

1
2πi

∮
C

klog(z)

z

∞∑
n=1

f (n)
nlog(z) dz. (2.40)

Βγάζοντας έξω το σύµβολο της άθροισης και αλλάζοντας τις ϐάσεις των εκθετικών, έχου-
µε :

1
2πi

∮
C

klog(z)

z
D(f, log(z)) dz =

1
2πi

∞∑
n=1

f (n)
∮

C
zlog k

n−1 dz. (2.41)

Τώρα, εξετάζουµε το παρακάτω ολοκλήρωµα:

Ik,n =
1

2πi

∮
C

zlog k
n−1 dz. (2.42)

Για k = n, το αποτέλεσµα του ολοκληρώµατος Ik,n είναι προφανές και είναι ίσο µε 1.
Για k , n, χωρίζουµε τη συνάρτηση log(k

n ) σε :

log
(k

n

)
=

⌊
log

(k

n

)⌋
+

{
log

(k

n

)}
,

όπου
⌊
log

(
k
n

)⌋
το ακέραιο µέρος του και

{
log

(
k
n

)}
το κλασµατικό του µέρος και

0 ≤
{
log

(
k
n

)}
< 1. Για

{
log

(
k
n

)}
= 0 το ολοκλήρωµα Ik,n είναι µηδέν. Σύµφωνα µε το

ϐιβλίο [9], το ολοκλήρωµα Ik,n µπορεί να ερµηνευτεί µε την γενικευµένη έννοια του
ολοκληρώµατος και της παραγώγου ως:

Daf (z) =
Γ(a + 1)

2πi

∮
C

f (t)
(t − z)a+1 dz, (2.43)

για κάθε a ∈ R.

Μερικές από τις ιδιότητές της είναι :

DaDbf (z) = Da+bf (z)

∀a, b ∈ R
και :

D−af (z) = Iaf (z),

όπου Ia είναι η αντιστροφή της παραγώγου, δηλαδή το ολοκλήρωµα.

Οπότε, σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα, το ολοκλήρωµα Ik,n γίνεται :

Γ

(
− log

(k

n

)
+ 1

)
Ik,n = I{log( k

n )}I⌊log( k
n )⌋(1)|z=0. (2.44)

Για k < n η 2.44 γίνεται :

Γ

(
− log

(k

n

)
+ 1

)
Ik,n = I{log( k

n )}D⌊log( n
k )⌋(1)|z=0. (2.45)

Και επειδή η
⌊
log

(
n
k

)⌋
∈ N, το ολοκλήρωµα Ik,n γίνεται µηδέν.
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Για την περίπτωση n < k, παίρνουµε τον ορισµό των Riemann και Liouville για το
ολοκλήρωµα γενικής τάξης (ϐλέπε [9]), δηλαδή:

I{log( k
n )}I⌊log( k

n )⌋(1)|z=0 = I log( k
n )(1)|z=0. (2.46)

Οπότε :
I{log( k

n )}I⌊log( k
n )⌋(1)|z=0 =

Γ(1)

Γ
(
log

(
k
n

)
+ 1

)zlog( k
n )|z=0 = 0. (2.47)

΄Αρα το ολοκλήρωµα Ik,n παίρνει την συµπτυγµένη µορφή:

Ik,n =

{
1 k = n
0 k , n.

(2.48)

Με τα παραπάνω αποτελέσµατα 2.41 και 2.48 αποδείξαµε την 2.39.

2.3 Μετατροπή σειρών Dirichlet σε άλλες σειρές

Σε αυτήν την ενότητα, ϑα µετατρέψουµε τις σειρές Dirichlet σε άλλες σειρές, χρησιµο-
ποιώντας αθροίσµατα και κυρίως σειρές Taylor. Σε αυτήν την ενότητα, ϑα εκµεταλλευ-
τούµε τις εξισώσεις για τους ολοκληρωτικούς πυρήνες στην υποενότητα 2.2.1. Για αρχή,
εκµεταλλευόµαστε τις εξισώσεις 2.19 και 2.20, παίρνοντας το εξής ολοκλήρωµα:

∞∑
n=1

f (n)e−inθ =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

Γ(s)
(iθ)s

D(f, s) ds. (2.49)

΄Υστερα, χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων για τη συνάρτηση
Γάµµα, όπως αναφέρεται στην εξίσωση 1.64, έχουµε:

∞∑
n=1

f (n)e−inθ =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
D(f,−k)(iθ)k. (2.50)

Ο αναγνώστης µπορεί να επιβεβαιώσει αυτήν την εξίσωση, παίρνοντας την σειρά Taylor
για την εκθετική συνάρτηση και αλλάζοντας την σειρά άθροισης. Ο περιορισµός εδώ,
είναι ότι η D(f,−k) πρέπει να ορίζεται, τουλάχιστον στην αναλυτική συνέχιση της D(f, s).
Αν δεν ορίζεται, τότε µπορούµε να ανατρέξουµε στην ολοκληρωτική εξίσωση 2.49 και
µε διάφορα τεχνάσµατα από την µιγαδική ανάλυση να ϐρούµε µια πιο έγκυρη εξίσω-
ση. Αυτή η τεχνική δεν ϑα µας απασχολήσει, καθώς ξεφεύγει από τους σκοπούς της
εργασίας µας. Μια άλλη τεχνική, είναι να την αναλύσουµε σε τριγωνοµετρικές σειρές
όπως ϑα αναφέρουµε παρακάτω. Η τεχνική αυτή, αντιµετωπίζει το πρόβληµα της ασυ-
νέχειας για περιττούς ή για Ϲυγούς ακέραιους αριθµούς. Κάπου εδώ, ϑα αναφέρουµε
τις τεχνικές για να εξάγουµε τις τριγωνοµετρικές σειρές των αριθµητικών συναρτήσεων.
Εργαζόµαστε αναλόγως όπως για την εκθετική σειρά :

∞∑
n=1

f (n)cos(nθ) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

Γ(s)
θs

cos
(πs

2

)
D(f, s) ds. (2.51)

Τώρα, χρησιµοποιούµε τους πόλους της συνάρτησης γάµµα για να έχουµε την παρα-
κάτω σειρά:

∞∑
n=1

f (n)cos(nθ) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!
cos

(πk

2

)
D(f,−k)θk. (2.52)
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΄Η, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της συνάρτησης cos
(

πk
2

)
έχουµε:

∞∑
n=1

f (n)cos(nθ) =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
D(f,−2k)θ2k. (2.53)

Παρόµοιο τρόπο, χρησιµοποιούµε και για της ηµιτονικές σειρές ως ακολούθως:

∞∑
n=1

f (n)sin(nθ) =
∞∑

k=0

(−1)k+1

k!
sin

(πk

2

)
D(f,−k)θk. (2.54)

΄Η, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της συνάρτησης sin
(

πk
2

)
έχουµε:

∞∑
n=1

f (n)sin(nθ) =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
D(f,−(2k + 1))θ2k+1. (2.55)

Για τις σειρές Ζήτα, εργαζόµαστε όπως προηγουµένως :

∞∑
n=1

f (n)z−n =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

Γ(s)
(log(z))s

D(f, s) ds. (2.56)

Με τον ίδιο τρόπο, λαµβάνουµε την ακόλουθη σειρά:

∞∑
n=1

f (n)z−n =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
D(f,−k)(log(z))k. (2.57)

Για όλες τις παραπάνω σειρές, µπορούν να επαληθευτούν, αν τις αναλύσουµε σε σειρές
Taylor και αλλάζοντας την σειρά άθροισης. Επιπλέον, όλες οι παραπάνω σειρές πρέπει
να ακολουθούν τις συνθήκες σύγκλισης.

2.3.1 Αντιστροφή των παραπάνω σειρών

Η αντιστροφή των σειρών, γίνεται µε τους γνωστούς τρόπους που αναφέρονται στο κε-
ϕάλαιο 1.

2.4 Προσεγγίσεις Στο ΄Απειρο

Σε αυτήν την ενότητα, ϑα παρατηρήσουµε πως συµπεριφέρονται στο άπειρο οι ολο-
κληρωτικοί πυρήνες, µε άλλα λόγια ϑα προσεγγίσουµε τους ολοκληρωτικούς πυρήνες
K(k, s) για k → +∞. Για αρχή, παίρνουµε τον ακόλουθο ολοκληρωτικό πυρήνα:

K(k, s) =
∫ π

−π
eikθ Γ(s)

(iθ)s

dθ

2π
. (2.58)

Ο οποίος για k → +∞ και εκµεταλλεύοντας την εξίσωση 1.168 του λήµµατος Riemann-
Lebesgue από το ϐιβλίο [12] µας δίνει :

K(k, s) ∼
Γ(s)

πs+1k
sin

(
kπ − s

π

2

)
. (2.59)
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΄Οσο για τον ολοκληρωτικό πυρήνα:

K(k, s) =
1

2πi

∮
C

zk−1 Γ(s)
(log(z))s

dz, (2.60)

εδώ εκµεταλλευόµαστε το ϑεώρηµα τελικής τιµής για τον µετασχηµατισµό Ζήτα 1.85,
δηλαδή:

K(k, s) ∼ lim
z→1

(z − 1)
Γ(s)

(log(z))s
. (2.61)

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της παραγώγου (ή τον κανόνα l’Hopital ), έχουµε:

K(k, s) ∼
Γ(s)

s(log(z))s−1 z → 1. (2.62)

Τέλος, ο ακόλουθος ολοκληρωτικός πυρήνας :

K(k, s) =
1
s

∞∑
n=1

(−1)n+1

n!
Γ(s + 1)ks−n

Γ(s + 1 − n)
, (2.63)

προσεγγίζεται στο άπειρο ακολούθως:

K(k, s) ∼ ks−1, (2.64)

καθώς οι εκθέτες της µεταβλητής k ακολουθούν ϕθίνουσα πορεία, οπότε το προσεγ-
γίζουµε µε τον πρώτο όρο του αθροίσµατος. Με το παραπάνω αποτέλεσµα, ϑα ασχο-
ληθούµε για µια πληθώρα εφαρµογών, καθώς είναι η πιο απλή προσέγγιση για την
αντιστροφή των σειρών Dirichlet .

2.5 Εφαρµογές

Σε αυτήν την ενότητα, ϑα εφαρµόσουµε τις προαναφερθέντες τεχνικές, καθώς και τις
ασυµπτωτικές προσεγγίσεις των αριθµητικών συναρτήσεων στο άπειρο. Πρώτα από όλα,
ϑα αναφέρουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.5.1 (Θεώρηµα ασυµπτωτικής ισότητας). Αν ένα άθροισµα προσεγγίζεται
από µια µονότονη παραγωγίσιµη συνάρτηση f ∈ C1, τότε η παράγωγος της συνάρτησης
αυτής είναι η προσέγγιση της ακολουθίας που αθροίζεται.

Απόδειξη. ΄Εστω το άθροισµα:
Sx =

∑
n≤x

an (2.65)

και υποθέτουµε ότι το άθροισµα Sx προσεγγίζεται στο άπειρο από την συνάρτηση f (x),
δηλαδή:

Sx =
∑
n≤x

an ∼ f (x), x → ∞. (2.66)

Τότε η ακολουθία an προσεγγίζεται ως :

ak ∼
df (x)

dx
|x=k, k → ∞. (2.67)
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Για να ϕτάσουµε σε αυτό το συµπέρασµα, χρησιµοποιούµε την εξίσωση 2.5:

Sx =

∫ σ+i∞

σ−i∞

xs

s
D(a, s)

ds

2πi
∼ f (x), (2.68)

όπου:

D(a, s) =
∞∑

n=1

an

ns
. (2.69)

Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό πυρήνα από την εξίσωση 2.64, µας δίνει :

ak ∼

∫ σ+i∞

σ−i∞
ks−1D(a, s)

ds

2πi
=

dSx

dx
|x=k ∼

df (x)
dx
|x=k, k → ∞. (2.70)

□

Εάν η συνάρτηση f (x) έχει πεπερασµένες ή µετρήσιµες άπειρες ασυνέχειες, εφ΄ όσον
η συνάρτηση f (x) αναλύεται σε άθροισµα ϐηµατικών συναρτήσεων, τότε η παράγωγος
των ϐηµατικών συναρτήσεων αντικαθίστανται µε το συνεχές ανάλογο του δέλτα του
Kronecker, δηλαδή:

δ(x − a)→ 10(x − a). (2.71)

Αν η συνάρτηση f (x) δεν είναι παραγωγίσιµη, τότε η ακολουθία µπορεί να οριστεί ως
εξής :

ak ∼
Sk

k
∼

f (k)
k

, k → ∞. (2.72)

Η προσέγγιση αυτή, µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια περίπτωση του κανόνα l’Hopital, µε
την προϋπόθεση ότι f (k) → ∞ καθώς k → ∞. Να σηµειωθεί ότι, η προσεγγιστική
συνάρτηση δεν είναι µοναδική για οποιαδήποτε αριθµητική συνάρτηση.

Μια χρήσιµη εφαρµογή του παραπάνω ϑεωρήµατος, που ϑα χρειαστούµε στην συ-
νέχεια, είναι η παρακάτω:
Ας λάβουµε υπόψη την ακόλουθη εξίσωση για την συνάρτηση Ϲήτα:

ζ (s) = D(1, s) =
s

s − 1
− s

∫ ∞

1

{x}

xs+1 dx. (2.73)

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της συνέλιξης των σειρών Dirichlet , δηλαδή:

D(f, s)D(g, s) = D(f ∗ g, s), (2.74)

όπου:
f ∗ g =

∑
k|n

f (k)g
(n

k

)
. (2.75)

Αντικαθιστώντας την g
(

n
k

)
µε τη µονάδα:

ζ (s)D(f, s) =
∞∑

n=1

∑
k|n f (k)

ns
. (2.76)

Ας χρησιµοποιήσουµε το προαναφερθέν ϑεώρηµα:∑
k|n

f (k) ∼
∫ σ+i∞

σ−i∞
ns−1ζ (s)D(f, s)

ds

2πi
. (2.77)
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Σε συνδυασµό µε την εξίσωση 2.73 και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων:∑
k|n

f (k) ∼
n∑

m=1

f (m)
m

, n → ∞. (2.78)

Προς διευκόλυνση των υπολογισµών, ϑέτουµε το κλασµατικό µέρος του x, {x}, ίσον µε
µηδέν, καθ΄ ότι ϑεωρείται αµελητέα ποσότητα και µπορεί να αγνοηθεί.

Με την αντικατάσταση της f (k) µε το δέλτα του Kronecker, δk,j λαµβάνουµε την προ-
σέγγιση της συνάρτησης-δείκτη διαιρετότητας 1k|n:∑

k|n

δk,j ∼

n∑
m=1

δm,j

m
, n → ∞, (2.79)

ή :

1k|n ∼
u(n − k)

k
, n → ∞, (2.80)

όπου:

1k|n =

{
1 k|n
0 k ∤ n.

(2.81)

Χαρακτηριστική συνάρτηση πρώτων αριθµών

Η χαρακτηριστική συνάρτηση πρώτων αριθµών ορίζεται :

χP(n) =
{

1 n ∈ P
0 n < P.

(2.82)

΄Οπου P το σύνολο των πρώτων αριθµών. Μέσω αυτής της συνάρτησης, µπορούµε να
ορίσουµε την συνάρτηση µέτρησης πρώτων αριθµών ως εξής :

π(x) =
∑

1≤n≤x

χP(n). (2.83)

Σύµφωνα µε το ϐιβλίο [2], το ϑεώρηµα πρώτων αριθµών ισχυρίζεται ότι :

π(x) ∼
∫ x

2

1
log(t)

dt. (2.84)

Εφ΄ όσον το παραπάνω ολοκλήρωµα είναι µονότονο, εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ασυµ-
πτωτικής ισότητας και παίρνουµε την εξής προσέγγιση για την χαρακτηριστική συνάρ-
τηση πρώτων αριθµών:

χP(n) ∼
u(n − 2)
log(n)

, n → ∞. (2.85)

Συνάρτηση πρώτων αριθµών

Μία άλλη εφαρµογή των σειρών Dirichlet, είναι να ϐρούµε ένα τρόπο υπολογισµού της
αντίστροφης συνάρτησης µέτρησης πρώτων αριθµών, µε άλλα λόγια ϑέλουµε να ϐρούµε
µια συνάρτηση που υπολογίζει τον n-ιοστό πρώτο αριθµό για n ∈ N. Αρχικά, ϑεωρούµε
την εξής σειρά Dirichlet:

D(π−1, s) =
∞∑

n=1

π−1(n)
ns

. (2.86)
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΄Οπου π−1(n) η αντίστροφη συνάρτηση πρώτων αριθµών, που συµβολίζεται αλλιώς και
pn και είναι ο n-ιοστός πρώτος αριθµός. Μία εναλλακτική έκφρασης της παραπάνω
σειράς είναι η παρακάτω:

D(π−1, s) =
∑
p∈P

p

π(p)s
, (2.87)

µε P το σύνολο των πρώτων αριθµών και π(n) είναι η συνάρτηση µέτρησης πρώτων
αριθµών. Η ολοκλήρωση κατά Stieltjes µε µέτρο την συνάρτηση µέτρησης πρώτων
αριθµών µας δίνει :

D(π−1, s) =
∫ ∞

2

t

π(t)s

dπ(t)
dt

dt. (2.88)

Με κατά µέρος ολοκλήρωση, έχουµε την παρακάτω εξίσωση:

D(π−1, s) =
2

s − 1
+

1
s − 1

∫ ∞

2+ϸ

1
π(t)s−1 dt, ∀ϸ ∈ (0, 1). (2.89)

Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της αντιστροφής των σειρών Dirichlet, παίρνουµε:

π−1(k) ∼
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ks−1D(π−1, s) ds. (2.90)

∆ηλαδή:

π−1(k) = 2u(k − 1) +
∫ ∞

2+ϸ
u(k − π(t)) dt, ∀ϸ ∈ (0, 1). (2.91)

΄Οπου, σε µορφή σειράς γίνεται :

π−1(k) = 2u(k − 1) +
∞∑

n=2

u(k − π(n) − 1). (2.92)

Η π−1(k) µπορεί να γραφτεί µε τη ϐοήθεια της συνάρτησης κενών µεταξύ των πρώτων
αριθµών, δηλαδή µε την ϐοήθεια της gk = π−1(k + 1) − π−1(k) η εξίσωση 2.89 γίνε-
ται :

D(π−1, s) =
2

s − 1
+

1
s − 1

∞∑
n=1

∫ pn+1+ϸ

pn+ϸ

1
(n + 1)s−1 dt, ∀ϸ ∈ (0, 1), (2.93)

ή :

D(π−1, s) =
2

s − 1
+

1
s − 1

∞∑
n=1

gn

(n + 1)s−1 . (2.94)

΄Η χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της αντιστροφής των σειρών Dirichlet :

π−1(k) = 2u(k − 1) +
∞∑

n=1

gnu(k − n − 1). (2.95)

Συνάρτηση κενών µεταξύ πρώτων αριθµών

Με ϐάση τις προηγούµενες εξισώσεις, η συνάρτηση κενών πρώτων αριθµών δίνεται από
την εξίσωση:

gk =

∞∑
n=0

10(k − π(n)) ∼
dπ−1(x + 1)

dx
|x=k. (2.96)
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Συνάρτηση µέτρησης πρώτων παραγόντων

Η συνάρτηση µέτρησης πρώτων παραγόντων, είναι µια συνάρτηση που µετράει πόσοι
πρώτοι αριθµοί p ∈ P διαιρούν τον αριθµό n τουλάχιστον µία ϕορά. Η συνάρτηση αυτή
ορίζεται από το άθροισµα:

ω(n) =
∑
k|n

χP(k). (2.97)

Με τις προσεγγίσεις που ϐρήκαµε σε αυτήν την υποενότητα, για n → ∞ µας δίνει την
εξίσωση:

ω(n) ∼
n∑

m=1

χP(m)
m

∼

n∑
m=2

1
mlog(m)

, n → ∞. (2.98)

Συνάρτηση µέτρησης διαιρετών

Η συνάρτηση µέτρησης διαιρετών, µας δίνει τον αριθµό όλων τον πιθανών διαιρετών
ενός ϕυσικού αριθµού n. Η συνάρτηση µέτρησης διαιρετών, ορίζεται από το παρακάτω
άθροισµα:

d(n) =
∑
k|n

1. (2.99)

Η οποία προσεγγίζεται από το αρµονικό άθροισµα Hn, δηλαδή:

d(n) ∼
n∑

m=1

1
m
= Hn, n → ∞. (2.100)

Μία άλλη προσέγγιση, είναι να πάρουµε το εξής άθροισµα:

σ(x) =
∑
n≤x

d(n). (2.101)

Η οποία συνάρτηση σ(x) προσεγγίζεται σύµφωνα µε το ϐιβλίο [3] ως :

σ(x) ∼ xlog(x) + (2γ − 1)x. (2.102)

Από εκεί ϐλέπουµε ότι η συνάρτηση είναι µονότονη, οπότε µπορούµε να χρησιµοποι-
ήσουµε το ϑεώρηµα ασυµπτωτικής ισότητας για το d(n):

d(n) ∼ log(n) + 2γ, n → ∞, (2.103)

όπου γ η σταθερά Euler-Mascheroni.
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Κεφάλαιο 3

Πρώτοι Αριθµοί

Σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα ασχοληθούµε µε την κατανοµή των πρώτων αριθµών. Επίσης,
ϑα εισάγουµε συναρτήσεις, οι οποίες ϑα µας δίνουν πληροφορίες για την κατανοµή των
πρώτων αριθµών, καθώς και κάποιες προσεγγίσεις των συναρτήσεων αυτών στο άπειρο.
Στη συνέχεια, ϑα προτείνουµε τις συναρτήσεις αυτές, καθώς και την στενή σχέση που
έχουν οι πρώτοι αριθµοί µε τις ϱίζες της συνάρτησης Ϲήτα και την υπόθεση Riemann
.

3.1 Προβλήµατα Πρώτων Αριθµών

3.1.1 Συνάρτηση-δείκτης πρώτων αριθµών

Η συνάρτηση-δείκτης πρώτων αριθµών µας δείχνει αν ένας ϕυσικός αριθµός n είναι
πρώτος αριθµός, δηλαδή n ∈ P. Η συνάρτηση-δείκτης πρώτων αριθµών ορίζεται
ως :

χP(n) =
{

1 n ∈ P
0 n < P.

(3.1)

΄Ενας τρόπος υπολογισµού της συνάρτησης αυτής είναι µε το εξής ολοκλήρωµα:

χP(n) = lim
T→∞

1
2iT

∫ σ+iT

σ−iT
nsP(s) ds. (3.2)

΄Οπου:
P(s) =

∑
p∈P

1
ps

. (3.3)

΄Η, σε µορφή σειράς Dirichlet:

P(s) =
∑
n≥1

χP(n)
ns

. (3.4)

Σύµφωνα µε την αναφορά [2] η συνάρτηση P(s) συνδέεται µε την συνάρτηση ζ (s)
ακολούθως:

P(s) =
∞∑

m=1

µ(m)log(ζ (ms))
m

. (3.5)
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΄Οπου µ(m) η συνάρτηση Möbius, για περισσότερες ιδιότητες της συνάρτησης αυτής, ο
αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο ϐιβλίο [3] για περαιτέρω µελέτη. Μία στοιχειώδης
ιδιότητα της συνάρτησης αυτής είναι η εξής :

µ(n) =


(−1)ω(n) p2 ∤ n,∀p ∈ P,

1 n = 1,
0 αλλιώς

(3.6)

και :
δn,1 =

∑
d|n

µ(d). (3.7)

Ο συνδυασµός των 3.2 και 3.5 και µε αλλαγές µεταβλητών, µας δίνει το παρακάτω
αποτέλεσµα:

χP(n) = lim
T→∞

1
2iT

∫ σ+iT

σ−iT

∞∑
m=1

µ(m)
m

n
s
m log(ζ (s)) ds. (3.8)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση:

log(ζ (s)) =
∞∑

n=2

Λ(n)
log(n)

1
ns

, (3.9)

όπου Λ(n) η συνάρτηση Von Mangoldt, για περισσότερες ιδιότητες της συνάρτησης
αυτής, ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο ϐιβλίο [3] για περαιτέρω µελέτη. Μία
στοιχειώδης ιδιότητα της συνάρτησης αυτής είναι η εξής :

Λ(n) =
{

log(p) n = pr , p ∈ P, r ∈ N
0 αλλιώς.

(3.10)

Μπορούµε να υπολογίσουµε την συνάρτηση χP(n) µε το εξής άθροισµα:

χP(n) =
∑

n=km

Λ(k)
log(k)

µ(m)
m

. (3.11)

΄Η αλλιώς :

χP(n) =
1

log(n)

∑
n=km

Λ(k)µ(m). (3.12)

Ο τρόπος υπολογισµού της εξίσωσης 3.12 είναι η εξής :

Εφ΄ όσον για n , pr τότε Λ(k) = 0 άρα:

χP(pr) =
1

log(pr)

∑
pr=km

Λ(k)µ(m). (3.13)

΄Ολοι οι πιθανοί ϕυσικοί αριθµοί που ικανοποιούν την εξίσωση pr = km είναι οι k = pr/d

και m = d µε d|r µε ϐάση αυτά, καταλήγουµε:

χP(pr) =
1

rlog(p)

∑
d|r

Λ(pr/d)µ(d). (3.14)

Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της Λ(pr/d) = log(p), καταλήγουµε στην εξίσωση:

χP(pr) =
1
r

∑
d|r

µ(d). (3.15)
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Και χρησιµοποιώντας την εξίσωση 3.7, έχουµε την παρακάτω εξίσωση:

χP(pr) =
1
r

δr,1. (3.16)

Οπότε χP(pr) = 0 για r , 1 και χP(p) = 1 για p ∈ P.

Αλλάζοντας την ϕορά άθροισης και χρησιµοποιώντας την σειρά Taylor για την εκθετική
συνάρτηση γίνεται η παρακάτω µετατροπή:

∞∑
m=1

µ(m)
m

n
s
m =

∞∑
k=0

log(n)k

k!ζ (k + 1)
sk. (3.17)

Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα 3.2 και την παραπάνω εξίσωση λαµβάνουµε το α-
κόλουθο αποτέλεσµα:

χP(n) =
1

log(n)

∞∑
k=0

∞∑
m=2

Λ(m)
log(n)k

k!ζ (k + 1)
lim
T→∞

1
2iT

∫ σ+iT

σ−iT

sk

ms
ds. (3.18)

Ορίζοντας την ακόλουθη σειρά Dirichlet :

−
ζ ′(s)
ζ (s)

=

∞∑
n=2

Λ(n)
ns

, (3.19)

λαµβάνουµε την εξής ισότητα:

χP(n) =
1

log(n)

∞∑
k=0

log(n)k

k!ζ (k + 1)
lim
T→∞

1
2iT

∫ σ+iT

σ−iT
sk

(
−

ζ ′(s)
ζ (s)

)
ds. (3.20)

Χρησιµοποιώντας το όριο infn∈Z+ ζ (n + 1) = 1 και την σειρά Taylor για την εκθετική
συνάρτηση έχουµε την εξής ανισότητα:

0 ≤ χP(n) ≤
Λ(n)
log(n)

. (3.21)

Με ανώτατο όριο :

lim sup
n→∞

χP(n) = lim sup
n→∞

Λ(n)
log(n)

= 1. (3.22)

3.1.2 Συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών

Το πρόβληµα που ϑα λύσουµε εδώ, είναι να ϕτιάξουµε µια συνάρτηση η οποία µετράει
Ϲεύγη πρώτων αριθµών µε δεδοµένο κενό µεταξύ των Ϲευγών g. ∆ηλαδή, ϑέλουµε να
ϐρούµε πόσα Ϲεύγη πρώτων αριθµών ικανοποιούν την εξίσωση p − q = g µε p, q ∈ P.
Θα ξεκινήσουµε, κατασκευάζοντας την συνάρτηση-δείκτη που ικανοποιεί την εξίσωση
p − q = g. Η λογική είναι η ακόλουθη:

1E(n) = 1P(n)1P(n − g). (3.23)

΄Οπου E = {n ∈ P} ∩ {n − g ∈ P}. για να πάρουµε την δεξιά πλευρά της παραπάνω ισότη-
τας, χρησιµοποιούµε την ιδιότητα των συναρτήσεων-δεικτών στην ϑεωρία του µέτρου.
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Χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό χP(n) για το 1P(n) έχουµε τον εναλλακτικό συµβολι-
σµό:

1E(n) = χP(n)χP(n − g). (3.24)

Η συνάρτηση που ϑέλουµε να κατασκευάσουµε, την συµβολίζουµε µε πg(x) και την
ορίζουµε µε το άθροισµα:

πg(x) =
∑
n≤x

χP(n)χP(n − g). (3.25)

Την παραπάνω συνάρτηση την ονοµάζουµε συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθ-
µών µε δεδοµένο κενό g. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα 3.21 εύκολα καταλήγουµε
στην παρακάτω ανισότητα:

πg(x) ≤
∑

2+g≤n≤x

Λ(n)
log(n)

Λ(n − g)
log(n − g)

. (3.26)

Για την ασυµτωτική προσέγγιση της αναφερόµενης συνάρτησης, ϑα την αναβάλουµε
για την ενότητα ¨Προσεγγίσεις¨ του ίδιου κεφαλαίου.

3.1.3 Συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών που
υπακούν στην υπόθεση Goldbach

΄Ενα άλλο πρόβληµα που ϑα µας απασχολήσει πάνω στους πρώτους αριθµούς, είναι
να ϕτιάξουµε µια συνάρτηση η οποία µετράει Ϲεύγη πρώτων αριθµών που υπακούν
στην υπόθεση Goldbach. Η υπόθεση Goldbach ισχυρίζεται ότι υπάρχουν πάντα πρώτοι
αριθµοί p, q ∈ P οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση p + q = 2m µε m ∈ N, m ≥ 3. Για
να το λύσουµε, ϑα κατασκευάσουµε την συνάρτηση η οποία µετράει τα Ϲεύγη πρώτων
αριθµών που ικανοποιούν την εξίσωση p + q = 2m µε p, q ∈ P. Θα ξεκινήσουµε,
κατασκευάζοντας την συνάρτηση-δείκτη που ικανοποιεί την εξίσωση p + q = 2m. Η
λογική είναι η ακόλουθη:

1U(n) = 1P(n)1P(2m − n), (3.27)

όπου U = {n ∈ P}∩{2m−n ∈ P}. Για να πάρουµε την δεξιά πλευρά της παραπάνω ισότη-
τας, χρησιµοποιούµε την ιδιότητα των συναρτήσεων-δεικτών στην ϑεωρία του µέτρου.
Χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό χP(n) για το 1P(n) έχουµε τον εναλλακτικό συµβολι-
σµό:

1U(n) = χP(n)χP(2m − n). (3.28)

Η συνάρτηση που ϑέλουµε να κατασκευάσουµε, την συµβολίζουµε µε G2(x) και την
ορίζουµε µε το άθροισµα:

G2(m) =
∑
2≤n

χP(n)χP(2m − n). (3.29)

Την παραπάνω συνάρτηση την ονοµάζουµε συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων α-
ϱιθµών που υπακούν στην υπόθεση Goldbach. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα 3.21
εύκολα καταλήγουµε στην παρακάτω ανισότητα:

G2(m) ≤
∑
2≤n

Λ(n)
log(n)

Λ(2m − n)
log(2m − n)

. (3.30)

Για την ασυµτωτική προσέγγιση της αναφερόµενης συνάρτησης, ϑα την αναβάλουµε για
την ενότητα ¨Προσεγγίσεις¨ του ίδιου κεφαλαίου. Για να ισχύει η υπόθεση Goldbach,
πρέπει G2(m) > 0, ∀m ≥ 3.
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3.1.4 Συνάρτηση µέτρησης πολλαπλοτήτων πρώτων αριθµών

Με τον όρο πολλαπλότητα των πρώτων αριθµών, εννοούµε ένα διάνυσµα µε πρώτους
αριθµούς, µε τα αντίστοιχα κενά µεταξύ της πρώτης διανυσµατικής συνιστώσας και των
υπόλοιπων διανυσµατικών συνιστωσών να είναι ένα διάνυσµα, που συµβολίζεται µε
g⃗ = (0, g1, g2, ..., gk−1). Αν υποθέσουµε το διάνυσµα πρώτων αριθµών
p⃗ = (p1, p2, ..., pk) ∈ Pk τότε όλοι οι πρώτοι αριθµοί στο διάνυσµα ικανοποιούν την
εξίσωση: pn − p1 = gn−1, ∀n = 1, 2, 3, ..., k µε g0 = 0. Η διαδικασία είναι η ίδια
µε την διαδικασία µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών, καθώς αυτή η ενότητα είναι µια
γενίκευση του προβλήµατος αυτού. ∆ηλαδή, κατασκευάζουµε την συνάρτηση-δείκτη ως
εξής :

1T(n) = χP(n)
k−1∏
i=1

χP(n − gi). (3.31)

΄Οπου:

T = {n ∈ P}
k−1⋂
i=1

{n − gi ∈ P}

Η παραπάνω εξίσωση, µπορεί να αποδειχτεί µε απλή επαγωγική µέθοδο. Με τον ίδιο
τρόπο, όπως στις προηγούµενες ενότητες παίρνουµε την παρακάτω συνάρτηση µέτρη-
σης πολλαπλοτήτων πρώτων αριθµών (π(g1,g2,...,gk−1)(x)):

π(g1,g2,...,gk−1)(x) =
∑
n≤x

χP(n)
k−1∏
i=1

χP(n − gi). (3.32)

Επίσης, µε επαγωγική µέθοδο, έχουµε την παρακάτω ανισότητα:

π(g1,g2,...,gk−1)(x) ≤
∑
n≤x

Λ(n)
log(n)

k−1∏
i=1

Λ(n − gi)
log(n − gi)

. (3.33)

Στην επόµενη ενότητα, ϑα ασχοληθούµε µε την ασυµπτωτική συµπεριφορά της παρα-
πάνω συνάρτησης.

3.1.5 Συνάρτηση κενών µεταξύ πρώτων αριθµών

Η συνάρτηση κενών µεταξύ πρώτων αριθµών, όπως αναφέρεται και στο κεφάλαιο 2,
ορίζεται ως η διαφορά µεταξύ δύο διαδοχικών πρώτων αριθµών, που σε µορφή εξισώσεων
περιγράφεται ως gn = pn+1−pn = π−1(n+1)−π−1(n) όπου gn η συνάρτηση κενών µεταξύ
πρώτων αριθµών. Η εξίσωση που συνδέει την συνάρτηση gn µε την συνάρτηση µέτρησης
πρώτων αριθµών π(n) είναι :

gk =

∞∑
n=0

10(k − π(n)) ∼
dπ−1(x + 1)

dx
|x=k. (3.34)

΄Οπου, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα πρώτων αριθµών:

π(n) ∼ Li(n) =
∫ n

2

1
log(t)

dt. (3.35)

Η αντίστροφη συνάρτηση µέτρησης πρώτων αριθµών προσεγγίζεται ως :

π−1(n) ∼ Li−1(n). (3.36)
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Οπότε η συνάρτηση κενών µεταξύ πρώτων αριθµών λαµβάνει την ασυµπτωτική µορ-
ϕή:

gk ∼
dLi−1(x + 1)

dx
|x=k. (3.37)

Η παραπάνω εξίσωση, ϑα µας χρειαστεί για την ενότητα προσεγγίσεις αυτού του κεφα-
λαίου.

3.2 Προσεγγίσεις

3.2.1 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης von Mangoldt

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα ασυµπτωτικής ισότητας έχουµε:

Λ(k) ∼
∫ 2+i∞

2−i∞
ks−1

(
−

ζ ′(s)
ζ (s)

)
ds

2πi
, k → ∞. (3.38)

΄Οπου η συνάρτηση
(
−

ζ ′(s)
ζ (s)

)
εκφράζεται µε το άθροισµα των πόλων και την αφαίρεση

των ϱιζών της συνάρτησης Ϲήτα, σύµφωνα µε το ϐιβλίο [2]. Οπότε µε το ϑεώρηµα
ολοκληρωτικών υπολοίπων:

Λ(k) ∼ u(k − 2) −
∑

ζ (p)=0

kp−1, k → ∞. (3.39)

Επειδή για τις ϱίζες της συνάρτησης Ϲήτα, το πραγµατικό µέρος των ϱιζών είναι µικρότε-
ϱο της µονάδας, δηλαδή ℜ(p) < 1, ζ (p) = 0[2], συµπεραίνουµε ότι :

Λ(k) ∼ u(k − 2), k → ∞. (3.40)

3.2.2 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης µέτρησης Ϲευ-
γών πρώτων αριθµών

Σύµφωνα µε την ανισότητα 3.26 έχουµε την παρακάτω ασυµπτωτική προσέγγιση:

πg(x) ∼
∑

2+g≤n≤x

Λ(n)
log(n)

Λ(n − g)
log(n − g)

. (3.41)

Αν λάβουµε υπόψη τα λεγόµενα της προηγούµενης υποενότητας, καταλήγουµε:

πg(x) ∼
∑

2+g≤n≤x

u(n − 2)
log(n)

u(n − g − 2)
log(n − g)

(3.42)

ή :

πg(x) ∼
∑

2+g≤n≤x

1
log(n)

1
log(n − g)

. (3.43)

Επειδή το παραπάνω άθροισµα αποκλίνει, σύµφωνα µε την προσέγγιση κατά Euler-
Maclaurin παίρνουµε το παρακάτω ολοκλήρωµα:

πg(x) ∼
∫ x

2+g

1
log(t)

1
log(t − g)

dt, (3.44)
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όπως ϑα δούµε και στα προγράµµατα MATLAB, η παραπάνω προσέγγιση αποκλίνει
για περιττό g. Από τις ιδιότητες των πρώτων αριθµών, το περιττό κενό g ισχύει για το
πολύ ένα Ϲεύγος πρώτων αριθµών, και το Ϲεύγος αυτό είναι το (2, 2 + g), καθώς όλοι οι
πρώτοι αριθµοί είναι περιττοί εκτός του 2. Με ϐάση αυτά, η συνάρτηση πg(x) παίρνει
την ακόλουθη µορφή για περιττά κενά:

πg(x) = χP(2 + g)u(x − 2 − g), g ∈ 2N + 1. (3.45)

3.2.3 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης µέτρησης Ϲευ-
γών πρώτων αριθµών που υπακούν στην υπόθεση Goldba-
ch

Σύµφωνα µε την ανισότητα 3.30 έχουµε την παρακάτω ασυµπτωτική προσέγγιση:

G2(m) ∼
∑
2≤n

Λ(n)
log(n)

Λ(2m − n)
log(2m − n)

. (3.46)

Αν λάβουµε υπόψη τα λεγόµενα της προηγούµενης υποενότητας, καταλήγουµε:

G2(m) ∼
∑
2≤n

u(n − 2)
log(n)

u(2m − 2 − n)
log(2m − n)

(3.47)

ή :

G2(m) ∼
2m−2∑
n=2

1
log(n)

1
log(2m − n)

. (3.48)

Επειδή το παραπάνω άθροισµα αποκλίνει για m → ∞, σύµφωνα µε την προσέγγιση
κατά Euler-Maclaurin παίρνουµε το παρακάτω ολοκλήρωµα:

G2(m) ∼
∫ 2m−2

2

1
log(t)

1
log(2m − t)

dt. (3.49)

3.2.4 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης µέτρησης πολ-
λαπλοτήτων πρώτων αριθµών

Σύµφωνα µε την ανισότητα 3.33 έχουµε την παρακάτω ασυµπτωτική προσέγγιση:

π(g1,g2,...,gk−1)(x) ∼
∑
n≤x

Λ(n)
log(n)

k−1∏
i=1

Λ(n − gi)
log(n − gi)

. (3.50)

Αν λάβουµε υπόψη τα λεγόµενα της προηγούµενης υποενότητας, καταλήγουµε:

π(g1,g2,...,gk−1)(x) ∼
∑
n≤x

u(n − 2)
log(n)

k−1∏
i=1

u(n − gi − 2)
log(n − gi)

(3.51)

ή :

π(g1,g2,...,gk−1)(x) ∼
∑

2+gk−1≤n≤x

1
log(n)

k−1∏
i=1

1
log(n − gi)

. (3.52)

Επειδή το παραπάνω άθροισµα αποκλίνει, σύµφωνα µε την προσέγγιση κατά Euler-
Maclaurin παίρνουµε το παρακάτω ολοκλήρωµα:

π(g1,g2,...,gk−1)(x) ∼
∫ x

2+gk−1

1
log(t)

k−1∏
i=1

1
log(t − gi)

dt. (3.53)
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3.2.5 Ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης κενών µεταξύ
πρώτων αριθµών

Σύµφωνα µε την ασυµπτωτική ισότητα 3.37 έχουµε την παρακάτω ασυµπτωτική προ-
σέγγιση:

gk ∼
dLi−1(x + 1)

dx
|x=k ∼

dLi−1(x)
dx

|x=k, k → ∞. (3.54)

Αν λάβουµε υπόψη τον τύπο για την παράγωγο της αντίστροφης συνάρτησης, έχου-
µε :

gk ∼
dy

dLi(y)
|y=Li−1(k) (3.55)

ή :
gk ∼ log(y)|y=Li−1(k). (3.56)

Αν λάβουµε υπόψη την ακόλουθη διαφορική εξίσωση:

dLi−1(x)
dx

= log

(∫
dLi−1(x)

dx
dx

)
, (3.57)

µε την µετονοµασία t = dLi−1(x)/dx έχουµε την ακόλουθη λύση:∫ t

a

eu

u
du = x + c1. (3.58)

Με t ∼ gk έχουµε: ∫ gk

a

eu

u
du ∼ k + c1. (3.59)

Με τις αρχικές συνθήκες καταλήγουµε:∫ gk

1

eu

u
du ∼ k. (3.60)

Το παραπάνω ολοκλήρωµα, ϑα µας χρησιµεύσει για την προσέγγιση της συνάρτησης
κενών µεταξύ πρώτων αριθµών για τον κώδικα Matlab.

53



Παράρτηµα Αʹ

Προγράµµατα σε MATLAB

Στο παράρτηµα αυτό, ϑα παραθέσουµε µερικά προγράµµατα σε MATLAB, καθώς και
κάποια γραφήµατα για την οπτικοποίηση των αποτελεσµάτων, έτσι ώστε να επιβεβαιω-
ϑούν τα αποτελέσµατα που ϐρήκαµε στα προηγούµενα κεφάλαια.

Στο παρακάτω πρόγραµµα, δίνουµε την συνάρτηση µέτρησης διαιρετών d(n), καθώς και
τις προσεγγίσεις της όπως ϐρήκαµε στο κεφάλαιο 2. Εδώ, το d είναι η πραγµατική τιµή
της d(n), ενώ app1 και app2 είναι οι προσεγγίσεις της µε την λογαριθµική συνάρτηση
και την αρµονική σειρά αντίστοιχα.

1 % divisor counting function
2 % d is the real value
3 % app1 is the approximation from the derivative
4 % app2 is the harmonic series approximation
5 function [d,app1,app2]=divaprtest(m)
6 x=1:m;
7 t=1./x;
8 % euler-mascheroni constant
9 g=vpa(eulergamma);

10 for k=1:m
11 app1(k)=log(k)+2*g;
12 % Harmonic sum up to k
13 app2(k)=sum(t(1:k));
14 % calculating the real value
15 y=divisors(k);
16 d(k)=size(y,2);
17 end
18 % plotting the graphs for comparison
19 plot(x,d,'b');
20 hold on
21 plot(x,app1,'r');
22 hold on
23 plot(x,app2,'k');
24 end
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Σχήµα Αʹ.1: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης διαιρετών και οι προσεγγίσεις της. Το
d είναι η πραγµατική τιµή (µπλε), η app1 είναι η προσέγγιση µε την λογαριθµική συ-
νάρτηση (κόκκινο) και η app2 είναι η προσέγγιση της µε τις αρµονικές σειρές (µαύρο).
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Στο παρακάτω πρόγραµµα, δίνουµε την χαρακτηριστική συνάρτηση πρώτων αριθµών
χP(n), καθώς και την προσέγγιση της όπως ϐρήκαµε στο κεφάλαιο 3. Εδώ, το i είναι
η πραγµατική τιµή της χP(n), ενώ o είναι η προσέγγιση της µε την συνάρτηση von
Mangoldt, σύµφωνα µε την ανισότητα 3.21.

1 % calculating and approximating the prime characteristic
function

2 function [o,i]=chip_(n)
3 % constructing the von Mangoldt function
4 f=factor(n);
5 if f(1)==f(length(f))
6 o=log(f(1));
7 else
8 o=0;
9 end

10 % approximation
11 o=o./log(n);
12 % real value (i)
13 i=isprime(n);
14 end

Στο παρακάτω πρόγραµµα, δίνουµε την χαρακτηριστική συνάρτηση πρώτων αριθµών
χP(n), όπως ϐρήκαµε στο κεφάλαιο 3. Εδώ, το o είναι η τιµή της χP(n), σύµφωνα µε
την ισότητα 3.12.

1 function o=chipnew(n) % Prime characteristic function
2 o=0; % initialization
3 for k=2:n
4 for m=1:floor(log(n)/log(k))
5 if k^m==n
6 o=o+(moebiusmu(m).*mangoldt(k));% sum of mu(m)*

Lambda(k)
7 else
8 o=o+0;
9 end

10 end
11 end
12 o=o./log(n);% final result
13 end
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Το παρακάτω πρόγραµµα, δεν είναι δικής µας δηµιουργίας, αλλά µας χρειάζεται για
τα προγράµµατα που παραθέτουµε σε αυτό το παράρτηµα. Το πρόγραµµα αυτό, µας
δίνει τον τρόπο υπολογισµού της συνάρτησης Möbius. Η συνάρτηση αυτή είναι µέσα
στο toolbox του MATLAB.

1 function u = moebiusmu(n)
2 if numel(n)~=1, error('MATLAB:moebiusmu:NonScalarInput','N

must be a scalar.'); end
3 if (n < 1) || (floor(n) ~= n)
4 error('MATLAB:moebiusmu:InputNotPosIntGrZero', 'N must be a

positive integer greater than 0.');
5 end
6 p = factor(n);
7 N = hist([0 p],max(p)+1);
8 r = sum(N(2:end) > 1);
9

10 if (n == 1)
11 u = 1;
12 elseif (r > 0)
13 u = 0;
14 else
15 k = sum(N(2:end) > 0);
16 u = (-1)^k;
17 end

Το παρακάτω πρόγραµµα, δεν είναι δικής µας δηµιουργίας, αλλά µας χρειάζεται για
τα προγράµµατα που παραθέτουµε σε αυτό το παράρτηµα. Το πρόγραµµα αυτό, µας
δίνει τον τρόπο υπολογισµού της συνάρτησης von Mangoldt. Το πρόγραµµα αυτό όπως
και άλλα, ϐρίσκονται στην ιστοσελίδα https://www.dhushara.com/DarkHeart/
RH2/toolbox.htm.

1 function o=mangoldt(n)
2 %von Mangoldt function
3 %o=log(p) if n=p^k or 0 elsewhere
4 f=factor(n);
5 if f(1)==f(length(f))
6 o=log(f(1));
7 else
8 o=0;
9 end

57

https://www.dhushara.com/DarkHeart/RH2/toolbox.htm
https://www.dhushara.com/DarkHeart/RH2/toolbox.htm


Στο παρακάτω πρόγραµµα, δίνουµε την συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών
πg(x) µε κενό g, καθώς και την προσέγγιση της όπως ϐρήκαµε στο κεφάλαιο 3. Εδώ, το
y είναι η πραγµατική τιµή της πg(x), ενώ int είναι η προσέγγιση της σύµφωνα µε την
ασυµπτωτική ισότητα 3.44.

1 % prime number pair counting function with gap g
2 function [y,int]=pi_g(x,g)
3 % y is the real prime pair counter
4 % int is the approximation at infinity
5 fun = @(t) 1./(log(t).*log(t-g)); % integrated function
6 % calculating the actual prime pairs
7 for k=2:floor(x)
8 p=primes(k);
9 q=isprime(max(p-g,0));

10 y(k)=sum(q);
11 % calculating the approximation
12 if k>=2+g
13 int(k) = integral(fun,2+g,k);
14 else
15 int(k)=0;
16 end
17 end
18 % plotting the two functions
19 % r is the x axis
20 r=1:floor(x);
21 plot(r,y);
22 hold on
23 plot(r,int);
24 end
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Σχήµα Αʹ.2: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών µε κενό g = 2
και x = 100. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή και το κόκκινο γράφηµα
είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.44.
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Σχήµα Αʹ.3: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών µε κενό g = 3
και x = 100. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή και το κόκκινο γράφηµα
είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.44.
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Σχήµα Αʹ.4: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών µε κενό g = 4
και x = 100. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή και το κόκκινο γράφηµα
είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.44.
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Σχήµα Αʹ.5: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών µε κενό g = 5
και x = 100. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή και το κόκκινο γράφηµα
είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.44.

΄Οπως ϐλέπουµε, η προσέγγιση (κόκκινο γράφηµα) αποκλίνει για περιττό κενό g, οπότε
η προσέγγιση αυτή δεν είναι η ϐέλτιστη για αυτήν την περίπτωση. Η διόρθωση για την
περίπτωση του περιττού κενού g δίνεται από την εξίσωση 3.45.
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Στο παρακάτω πρόγραµµα, δίνουµε την συνάρτηση µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών
που υπακούν στην υπόθεση Goldbach G2(m), καθώς και την προσέγγιση του όπως
ϐρήκαµε στο κεφάλαιο 3. Εδώ, το y είναι η πραγµατική τιµή της G2(m), ενώ int είναι
η προσέγγιση της σύµφωνα µε την ασυµπτωτική ισότητα 3.49.

1 % prime pair counting function that add up to 2*m
2 function [y,int]=gbachc(m)
3 % integrating function
4 fun = @(t) 1./(log(t).*log(2*m-t));
5 % real number of prime pairs (y)
6 for k=2:(2*m-2)
7 p=primes(k);
8 q=isprime(max(2*m-p,0));
9 y(k)=sum(q);

10 % calculating the approximation (int)
11 if k>=2
12 int(k) = integral(fun,2,k);
13 else
14 int(k)=0;
15 end
16 end
17 % plotting for comparison
18 % r is the x-axis
19 r=1:2*m-2;
20 plot(r,y);
21 hold on
22 plot(r,int);
23 end
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Σχήµα Αʹ.6: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών που υπακούν
στην υπόθεση Goldbach µε m = 10. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή
και το κόκκινο γράφηµα είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.49.
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Σχήµα Αʹ.7: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών που υπακούν
στην υπόθεση Goldbach µε m = 100. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή
και το κόκκινο γράφηµα είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.49.
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Σχήµα Αʹ.8: Γράφηµα της συνάρτησης µέτρησης Ϲευγών πρώτων αριθµών που υπακούν
στην υπόθεση Goldbach µε m = 1000. Το µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή
και το κόκκινο γράφηµα είναι η προσέγγιση µέσω του ολοκληρώµατος 3.49.
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Στο παρακάτω πρόγραµµα, δίνουµε την συνάρτηση κενών µεταξύ πρώτων αριθµών gk =

pk+1−pk, καθώς και την προσέγγιση της όπως ϐρήκαµε στο κεφάλαιο 3. Εδώ, το g είναι
η πραγµατική τιµή της gk, ενώ int είναι η προσέγγιση της σύµφωνα µε την ασυµπτωτική
ισότητα 3.60. Εδώ, δεν αντιστρέφουµε αριθµητικά το εκθετικό ολοκλήρωµα 3.60, αλλά
χρησιµοποιούµε το τέχνασµα µε την αλλαγή των αξόνων από x − y σε y − x για να
σχεδιάσουµε την προσέγγιση.

1 % prime gap function
2 % g is the real prime difference function
3 % int is the exponential integral that needs to be inverted
4 function [g,int]=pgaps(x)
5 % filling the two vectors with prime numbers
6 p=primes(x+1);
7 d=size(p,2);
8 q=[0 primes(p(d-1))];
9 % prime gap vector

10 g=p-q;
11 % constructing the x-axis
12 k=1:d;
13 % the integrated function
14 fun = @(t) exp(t)./(t);
15 int=0;
16 i=1;
17 % calculating the integral
18 while int+2<d
19 int(i)= integral(fun,1,i);
20 i=i+1;
21 end
22 % plotting the approximation with the real value
23 % we use the trick of swapping the axes to plot the

approximation
24 int=int+2;
25 s=size(int,2);
26 l=1:s;
27 plot(k,g);
28 hold on
29 plot(int,l);
30 end
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Σχήµα Αʹ.9: Γράφηµα της συνάρτησης κενού µεταξύ πρώτων αριθµών µε x = 200. Το
µπλε γράφηµα είναι η πραγµατική του τιµή και το κόκκινο γράφηµα είναι η προσέγγιση
µέσω του αντίστροφου του εκθετικού ολοκληρώµατος 3.60.
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Παράρτηµα Βʹ

Συµπεράσµατα και παρατηρήσεις

Μερικές από τις τεχνικές που χρησιµοποιούµε για να αντιστρέψουµε τις σειρές Dirich-
let µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για άλλου είδους σειρές. ΄Οσον αφορά για την
τεχνική µε την σύµµορφη απεικόνιση, πρέπει να είµαστε προσεκτικοί στο πεδίο ορισµο-
ύ όπου η συνάρτηση ολοκληρώνεται. Η τεχνική της σύµµορφης απεικόνισης µπορεί
να χρησιµοποιηθεί για τον µετασχηµατισµό Laplace όσο και για τον µετασχηµατισµό
Fourier, κάνοντας ορισµένες παραλλαγές, οπότε ο αναγνώστης να επιβεβαιώσει την τε-
χνική αυτή µε τους µετασχηµατισµούς αυτούς. Για την απόδειξη από την άλλη µεριά,
που χρησιµοποιήσαµε την κλασµατική παράγωγο, δεν χρησιµοποιούµε την κλασσική
παράγωγο Riemann-Liouville, αλλά την παραγώγιση κατά Caputo. Το ϑεώρηµα α-
συµπτωτικής ισότητας ισχύει και για άλλου είδους σειρών. ΄Οπως παρατηρούµε στα
γραφήµατα, ϕαίνεται ότι το γράφηµα προσέγγισης από το ϑεώρηµα ασυµπτωτικής ι-
σότητας είναι σαν ένα είδος µέσης τιµής. Αυτό µπορεί να εξηγηθεί, αν πάρουµε το
διαφορικό ϑεώρηµα µέσης τιµής στο διάστηµα (N − 1, N), N → ∞, δηλαδή:

f ′(ξ ) =
f (N) − f (N − 1)

N − (N − 1)
, ξ ∈ (N − 1, N).

Επειδή N → ∞, µπορούµε να πούµε ότι ξ ≈ N , οπότε :

f ′(N) ∼ f (N) − f (N − 1).

Επιπλέον, το ϑεώρηµα ασυµπτωτικής ισότητας λύνει το πρόβληµα των ασυνεχειών
τύπου f (N) − f (N − 1) = ∞−∞ για f (N)→ ∞, N → ∞.

Τα ανώτερα όρια από τις ανισότητες για τις συναρτήσεις µε τους πρώτους αριθµούς,
χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις von Mangoldt µπορούν να διαψεύσουν µερικές υ-
ποθέσεις που έχουν δηµιουργηθεί για τους πρώτους αριθµούς, ιδίως αν το ανώτερο
όριο είναι πεπερασµένο. Μερικές από τις προσεγγίσεις πάνω στις συναρτήσεις για τους
πρώτους αριθµούς ξεφεύγουν από την πραγµατική τιµή, υποθέτουµε ότι στα σφάλµατα
αυτά παίζουν µεγάλο ϱόλο οι µη τετριµµένες ϱίζες της συνάρτησης Ϲήτα και η υπόθεση
Riemann. Ο σκοπός αυτής της εργασίας δεν ήταν να υπολογίσουµε τα σφάλµατα αυτά,
αλλά να δείξουµε έναν τρόπο υπολογισµού για να επιβεβαιώσουµε ή να διαψεύσουµε
ορισµένα προβλήµατα πάνω στην ϑεωρία των αριθµών.
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Σηµειογραφία

arctan(x) Η αντίστροφη συνάρτηση της εφαπτοµένης

χP(n) Συνάρτηση-δείκτης πρώτου αριθµού

cos(x), sin(x) Η συνάρτηση του συνηµίτονου και του ηµίτονου της x

δ(x) Η συνάρτηση δέλτα του Dirac

δn,k ∆έλτα του Kronecker

exp(x) = ex Η εκθετική συνάρτηση της x

Γ(s) Η συνάρτηση Γάµµα

γ = 0.577... Η σταθερά Euler-Mascheroni

γ := lim
N→∞

 N∑
n=1

1
n
− log(N)


f̂ Ο µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης f

Λ(n) Συνάρτηση von Mangoldt

⌊x⌋ Ο µεγαλύτερος ακέραιος µικρότερος του x ή το ακέραιο µέρος του x

log(x) = ln(x) Η συνάρτηση του ϕυσικού λογαρίθµου της x

C Το σύνολο των µιγαδικών αριθµών

N Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών

P Το σύνολο των πρώτων αριθµών

R Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

Z Το σύνολο των ακέραιων αριθµών

1A Συνάρτηση-δείκτης ενός συνόλου A

µ(n) Συνάρτηση του Möbius
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∮
Το ολοκλήρωµα κλειστής καµπύλης

ω(n) Συνάρτηση µέτρησης πρώτων παραγόντων του n

ω Η γωνιακή συχνότητα του µετασχηµατισµού Fourier

π(x) Συνάρτηση µέτρησης πρώτων αριθµών µικρότερων του x

π = 3.14... Η σταθερά του κύκλου πι

π−1(n) = pn Συνάρτηση n-οστού πρώτου αριθµού, αντίστροφη συνάρτηση µέτρησης
πρώτων αριθµών

ℜ(s),ℑ(s) Το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος του µιγαδικού αριθµού s

tan(x) Η συνάρτηση της εφαπτοµένης της x

ζ (s) Η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann

{x} Το κλασµατικό µέρος του x, {x} = x − ⌊x⌋

A ∩ B Τοµή των συνόλων A και B

A ∪ B ΄Ενωση των συνόλων A και B

Arg(z) ΄Ορισµα του µιγαδικού αριθµού z

Bk, Bk(t) Αριθµός Bernoulli και πολυώνυµο Bernoulli αντίστοιχα

CN [a, b] Το σύνολο των N-παραγωγίσιµων συναρτήσεων στο διάστηµα [a, b]

CN Το σύνολο των N-παραγωγίσιµων συναρτήσεων

d(n) Συνάρτηση µέτρησης διαιρετών του n

D Το σύνολο σύγκλισης του µετασχηµατισµού Laplace και Mellin

e = 2.71... Η σταθερά του Euler

f ∗ g Η συνέλιξη µεταξύ των συναρτήσεων f και g

f ′, f (n) Οι παράγωγοι της συνάρτησης f

f (x) ∼ g(x) Η f είναι ασυµπτωτικά ίση µε την g, δηλαδή

lim
x→∞

f (x)
g(x)

= 1

gn Συνάρτηση n-οστού κενού µεταξύ πρώτων αριθµών gn = pn+1 − pn

H(x) Η συµµετρική συνάρτηση κατωφλίου του Heaviside
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i =
√
−1 Η ϕανταστική µονάδα

Li−1(n) Αντίστροφη συνάρτηση του λογαριθµικού ολοκληρώµατος Li(x) =
∫ x

2
1

log(t) dt

n | k, n ∤ k Το n διαιρεί το k µε υπόλοιπο 0, το n δεν διαιρεί το k αντίστοιχα

P(s) Συνάρτηση Dirichlet πρώτων αριθµών

Res(f (z); z0) Το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της f στο z0

s Η µιγαδική συχνότητα του µετασχηµατισµού Laplace

u(x) Η συνάρτηση κατωφλίου του Heaviside
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